
Daphnia revisited: an example of local 
stability and bifurcation analyses for 
physiologically structured population 
models

NDNS+ workshop
Wednesday 14th April

@Eindhoven TU
Shinji Nakaoka

Thanks to JSPS fellowship fund!

Based on the paper
Odo Diekmann, Mats Gyllenberg, Hans Metz, SN, Andre de Roos
Daphnia revisited: local stability and bifurcation theory for physiologically 
structured population models explained by way of an example.
Journal of Mathematical Biology in press.



Delay equations
A couple system of renewal and  delay differential equation

Space

Initial condition

A general form for a finite delay case

 where



Mathematical theory

A finite delay case
O. Diekmann et al, Stability and bifurcation analysis of Volterra functional 
equations in the light of suns and stars, SIAM J. Math. Anal. 39: 1023­­
1069, 2007

O. Diekmann et al, Delay equations: functional, complex, and nonlinear 
analysis, Springer, 1995

An infinite delay case
O. Diekmann et al, Abstract delay equations inspired by population 
dynmics, in Functional analysis and evolution equations. 187­­200, 2008

O. Diekmann et al, Equations in infinite delay, submitted.



Resource­consumer system



Model ingredients
Individual body size growth and survival

An individual has age a at the current time t



Linearised stability

Steady state

A steady Daphnia population

We can derive steady state age­size relation and survival probability (not shown)



Linearised stability

Linearised system

Characteristic equation

where



A special case: stage structure

Stage transition from juvenile to adult 

Maturation

an individual body sizesize at born size at maturation

juvenile
non­reproductive

adult
reproductive



A special case: stage structure
Variable maturation delay

Assumption

an individual body size

size at born size at maturation

juvenile adult

variable maturation delay

time

C.f., De Roos et al, Theor. Pop. Biol. 2003



Numerical bifurcation analysis
Hopf bifurcation and population cycles

C.f.,  Diekmann Springer 1995

Characteristic equation:

Example:



Numerical simulation
By Escalator Boxcar Train method De Roos et al, Am Nat 1992



Future work

Numerical analysis

Another direction

De Roos et al, Bull. Math. Biol. 2009

Numerical equilibrium analysis for structured consume­resource models

Future work: numerical continuation of periodic orbits etc...

Application of the theory of physiologically structured 
population models and delay equations TO

epidemiological model, cell biological context etc...
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