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Zusammenfassung

Unter einer zufiilligen m-farbigen Landschaft in d Dimensionen verstehen wir

eine zufillige Firbung des d-dimensionalen Gitters Z? mit m Farben. Eine neue,
interessante Fragestellung in der Wahrscheinlichkeitstheorie beschéftigt sich mit
dem Problem, aus den Beobachtungen, die eine Irrfahrt auf einer zufilligen m-
farbigen Landschaft macht, nichttriviale Schlussfolgerungen auf die Landschaft zu
ziehen.
Wir geben hier einen Uberblick iiber die Fortschritte in diesem Themengebiet in
den vergangenen Jahren, stellen einige grundlegende Techniken vor und beleuchten
auch kurz das verwandte Problem des Werfens verschiedener Miinzen in zufélliger
Reihenfolge.

1 Einleitung

Um einen Eindruck von der Klasse von Problemen zu bekommen, die in dieser Arbeit
rzusammenfassend beleuchtet werden soll, stelle man sich vor, man habe einen Freund,
O. Rakel, der auf rein zufillige Weise eine Stadt erkundet, deren H&user in verschieden
moglichen Farben, sagen wir blau und rot, gestrichen sind. Vor jedem Haus bleibt unser
Freund stehen, ruft uns an (was aufgrund der modernen Technik mdoglich ist) und teilt
uns die Farbe des Gebédudes mit. Dann bewegt er sich zufillig weiter ohne eine der
moglichen Richtungen zu bevorzugen. Nehmen wir ferner an, wir wiissten, dass sich unser
Freund nur in einer von zwei verschiedenen Stidten, sagen wir Hic oder Ibi befindet,
deren Stadtpline (inklusive der Hauserfarben) wir kennen. Werden wir, ohne weitere
Information, allein aufgrund der Farbabfolge, die wir mitgeteilt bekommen, entscheiden
konnen, ob sich O.Rakel in Hic oder Ibi befindet? Konnen wir vielleicht, wenn wir selbst
die Stadtpline nicht haben, mit O. Rakels Angaben einen Stadtplan der Stadt erstellen,
in der er sich befindet?

Diese ebenso seltsam wie hoffnungslos anmutenden Fragen haben ihre Wurzeln in der
Ergodentheorie, genauer in der sogenannten 7' — T '~Vermutung, die 1981 von Kalikow



gelost wurde (siehe [4]). Als eine eigesténdige ”statistische” oder probabilistische Frage-
stellung wurde sie unabhingig von Benjamini und Weiss und von den Hollander und
Keane [3] entdeckt. Sie erinnert an die schwierigen inversen Probleme aus der Statistik,
wo es darauf ankommt, aus Beobachtungen einer der Realisierung der Faltung zweier
Mafle Riickschliisse auf die Marginalverteilunegn zu ziehen. Versuche, die sich ergebenden
Probleme zu 16sen, haben im vergangenen Jahrzehnt zu erstaunlichen Antworten gefiihrt.

Aus mathematischer Sicht brauchen wir fiir die Beschreibung des Problems zwei Zutaten:
zunéchst eine Farbung
€:724 = {1,...,m}

des d-dimensionalen, ganzzahligen Gitters mit m Farben. Das Problem kénnte allgemeiner
fiir jeden beliebigen Graphen G gestellt werden, da sich aber alle verfiigharen Resultate
auf den Fall G = Z¢ beziehen, verzichten wir auf die iiberfliissige Allgemeinheit. & heifle
Landschaft und wird in der Folge meist zufillig gewéhlt sein, wobei wir spéter auf den
Zufallsmechanismus eingehen werden.

Die zweite Zutat des Problems ist eine symmetrische N#chste-Nachbarschafts-Irrfahrt
auf dem Gitter Z¢, (S, )nen,, die in zy = 0 startet (obschon das eher sekundir ist) und
sich ohne anzuhalten bewegt. Mathematisch bedeutet das Sy = xo = 0 and

1
P(Spi1 =2+ €[Sy =) = P(Spy1 =7 —€|Sh =) = 2d
fir x € Z% n € Ny und i = 1,...,d. Hierbei bezeichnet e; den i’ten Einheitsvektor in

Z°. Die Schwierigkeit des Problems riihrt nun daher, dass man ¢ selbst nicht beobachten
kann. Die gesamte Kenntnis der Landschaft stammt vielmehr von den Beobachtungen,
die die Irrfahrt auf ihr macht; genauer besteht sie aus dem Farbverlauf x := (Xu)nen,
von (Sp)nen, auf &, d.h.

Xn = &(S,)  fiir alle n.

Grob gesprochen lisst sich das Problem der zufélligen Landschaften nun skizzieren als
die Aufgabe, Schlussfolgerungen von y auf die Landschaft & zu ziehen. Genauer unterteilt
sich die Fragestellung in drei Richtungen:

1. Lassen sich zwei gegebene Landschaften £ und n anhand des auf ihnen produzierten
Farbverlaufs unterscheiden, d.h. kann man anhand von y erkennen, ob die zugrunde
liegende Landschaft & oder 7 ist?

2. Gibt es Landschaften, die sich nicht aufgrund des Farbverlaufes unterscheiden
lassen?

3. Lisst sich ein unbekanntes £ anhand von y rekonstruieren?

Im zweiten Kapitel dieser kleinen Ubersichtsarbeit sollen die Probleme, die im Zusam-
menhang mit den Fragen 1 und 2 auftreten, beleuchtet werden und Resultate zu diesem
Themenkreis vorgestellt werden. Das dritte Kapitel stellt den Schwerpunkt dieses Artikels
dar. Hier wird die Frage der Rekonstruierbarkeit von Landschaften diskutiert. Einige
grundlegende Ideen werden angerissen und darauf aufbauende Sétze dargestellt. Im
vierten Kapitel schliefllich stellen wir ein Themengebiet vor, das der Rekonstruktion
von Landschaften eng verwandt ist, aber dennoch eigene Techniken verlangt und iiber-
raschende Resultate bietet.



2 Unterscheidbarkeit zufilliger Landschaften

In diesem Abschnitt sollen die Fragen 1 und 2 aus der Einleitung diskutiert werden. Die
erste Bemerkung hierzu ist beinahe trivial, soll aber dennoch gemacht werden, da sie den
Ausgangspunkt fiir eine Vermutung bildet, deren Untersuchung mehr als ein Jahrzehnt
in Anspruch genommen hat:

Wenn sich zwei Landschaften & und & nur um Symmetrien des Gitters Z¢ unterscheiden,
dann ist nicht entscheidbar, ob ein Farbverlauf y auf & oder auf £ produziert wurde.
Um dies einzusehen, geniigt es, sich vor Augen zu halten, dass man ja schon im ersten
Schritt nicht weif}, in welche Richtung die Irrfahrt 1duft und dass — unterscheiden sich &
und & nur durch Gittersymmetrien — S,, auf £ den gleichen Farbverlauf erzeugen kann
wie auf &', wenn die Irrfahrt einem entsprechenden symmetrischen Pfad folgt.

Ahnlich lisst sich einsehen, dass fiir d = 1,2 und ein v € Z% mit

P(S| — 5" =v) >0

fiir ein [ € N (hierbei sind (5)) und (S]") unabhéngige Kopien von (S,)) die Landschaften
€ und 6, nicht anhand von y zu unterscheiden sind. Hierbei bezeichnet ,£ die um v € Z¢
verschobene Landschaft &.

Somit l&sst sich Frage 1 aus Abschnitt 1 folgendermaflen prézisieren:

Lassen sich zwei gegebene Landschaften ¢ und 7, wobei & und 7 nicht dquivalent sind,
anhand des auf ihnen produzierten Farbverlaufs unterscheiden? Dabei bezeichnen wir
¢ und 7 als dquivalent, falls man 1 aus £ durch Verschiebung des Ursprungs und eine
Drehung oder Spiegelung, die das Gitter invariant ldsst, erhalten kann. Die naheliegende
Antwort auf diese Frage ist — zumindest in einer Dimension — ”Ja”, d.h., wann immer
zwei Landschaften ¢ und 7 nicht dquivalent sind, kann man anhand von x erkennen, ob
die dem Farbverlauf zugrunde liegende Landschaft & oder 7 ist.

Um diese Vermutung eingehender diskutieren zu kodnnen, machen wir uns zunéchst
Gedanken iiber eine genauere Fassung des Begriffs der Unterscheidbarkeit. Es gibt ndm-
lich Landschaften, die trivialerweise schon nach wenigen Schritten der Irrfahrt unter-
schieden werden konnen. Ist beispielsweise der Ursprung 0 durch & anders gefiarbt als
durch 7, so ist eine Unterscheidung von £ und n anhand von x schon nach einer einzigen
Beobachtung mdglich, sind alle Nachbarn des Ursprungs unter £ anders geférbt als
unter 7, geniigen zwei Beobachtungen usf. Solche trivialen Auswege sollen ausgeschlossen
werden. Daher verlangen wir, dass zwei Landschaften nur dann unterscheidbar heiflen
sollen, wenn man sie unterscheiden kann, egal, wo man in den Beobachtungen beginnt.
Genauer sei Q} das MaB auf x, das bei festem & durch (£(Sp))n>i induziert wird. Wir
nennen nun zwei Landschaften ¢ und 7 genau dann unterscheidbar, wenn die Mafle Qé
und @}, fiir jedes [ € Ny orthogonal (gegenseitig singulér) sind.

Mit dieser Definition l&sst sich ein erster Schritt in Richtung der obigen Vermutung gehen,
die sich schon in den anfidnglichen Arbeiten {iber das Problem zufilliger Landschaften
findet. Das wohl fundamentalste Resultat zur Unterscheidbarkeit von Landschaften geht
dabei auf eine grundlegende Arbeit von Benjamini und Kesten [1] zuriick. Dort werden
die Landschaften (zumindest teilweise) zufillig gewéhlt. Dabei, sowie in den meisten
anderen Arbeiten, die sich mit zufélligen Landschaften befassen, ist der Zufallsmecha-
nismus dergestalt, dass die Farben der einzelnen Knoten des Z¢ statistisch unabhiinging



sind. Genauer ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung p einer Landschaft n gegeben durch

p(n) = T o(m).

i€zd

p ist in diesem Zusammenhang eine Wahrscheinlichkeit auf {1,...,m}, die allen Farben
positive Wahrscheinlichkeit zumisst und 7; ist die i’te Komponente von 7. Fiir solche
Landschaften erhielten Benjamini und Kesten [1] das folgende Unterscheidbarkeitsresul-
tat:

Theorem 2.1 (Benjamini und Kesten (1996) [1])
Es sei d = 1 oder d = 2. Dann ist jede feste zweifarbige Landschaft (d.h. m = 2)
unterscheidbar von p-fast jeder zweifarbigen Landschaft n.

Wie Kesten in [7] betont ist der Beweis des obigen Satzes ohne weitere Schwierigkeiten
erweiterbar auf den Fall beliebiger m. Weiterhin ist auch die Annahme, dass (S,) eine
nichste Nachbarschafts-Irrfahrt ist, nicht wesentlich. Wie Kesten [7] weiter ausfiihrt,
geniigt die weit schwiichere Voraussetzung an S,,, dass die Spriinge Erwartungswert 0
haben und beschrinkt sind. Die Einschrinkung an die Dimension d = 1 oder d = 2
hingegen ist essentiell. In der Tat ist leicht einzusehen, dass die Aufgabe zwei gegebene
Landschaften zu unterscheiden ab Dimension drei immer schwieriger wird, da die Irrfahrt
in diesen Dimensionen nicht mehr rekurrent ist und einen immer kleiner werdenden Teil
des Gitters besucht. Dass das Problem allerdings nicht einzig auf die Rekurrenz der
Irrfahrt zuriickgespielt werden kann, belegt eindrucksvoll der folgende Satz, der ebenfalls
auf Benjamini und Ketsen zuriickgeht:

Theorem 2.2 (Benjamini und Kesten (1996) [1])
Es seid > 3 fest. Dann gibt es ein mo = mo(d), so dass fir m > my jede feste m-farbige
Landschaft & unterscheidbar ist von p-fast jeder m-farbigen Landschaft n.

Die Frage, ob es moglich ist, dass Theorem 2.1 in groflen Dimensionen falsch wird und
ab welcher Dimension und mit welcher Zahl von Farben dies geschieht, ist vielleicht eine
der schwierigsten offenen Fragen des gesamten Themengebietes (in der Tat vermuten
Benjamini und Kesten in [1] sogar, dass sich fiir geniigend grofie Dimensionen p x p-fast
sicher kein zufillig gewéhltes Paar von Landschaften mehr unterscheiden lésst).

Auf den Beweis der Theoreme 2.1 und 2.2, der ebenso subtil die Statistik einer Irrfahrt
im Z% ausnutzt wie die Statistik einer zufillig gewihlten Landschaft, soll hier nicht
detaillierter eingegangen werden. In einer Dimension oder bei geniigend vielen Farben
folgt er auch aus den Rekonstruktionsresultaten im folgenden Abschnitt.

Es sei nur darauf hingewiesen, dass ein Satz wie Theorem 2.1 nicht vollstindig iiber-
raschend ist, wenn man bedenkt, dass — wenn p beispielsweise die Gleichverteilung auf
allen Farben ist — eine zufillig gewéhlte Landschaft n sich von einer fest vorgegebenen
Landschaft ¢ fast sicher in mindestens der Hilfte aller Knoten unterscheidet. Da die
Irrfahrt (S,) in ein und zwei Dimensionen jeden Knoten des Z? unendlich oft besucht,
ist somit ein Resultat wie Theorem 2.1 zumindest im Bereich des Vorstellbaren. Noch
sehr viel erstaunlicher ist vor diesem Hintergrund das folgende Ergebnis von Kesten [6],



das — in Anwesenheit von geniigend vielen Farben — sogar die Unterscheidbarkeit zweier
Landschaften behauptet, die sich nur in der Farbe eines einzigen Knotens unterscheiden:
Genauer

Theorem 2.3 (Kesten (1995) [6])
Es sei d = 1 und m > 5. Dann ldsst sich p-fast jede Landschaft & unterscheiden von

einer Landschaft & mit
' #& 1=0.

Es sei bemerkt, dass Theorem 2.3 nicht trivial ist, weil unsere Definiton der Unter-
scheidbarkeit von Landschaften verlangt, dass Qé und Qé, fiir jedes | orthogonal sind.
Insofern spielt es auch keine Rolle, welchen Knoten wir unterschiedlich fiarben. Wir
werden es ebenso wie Teile von Theorem 2.1 als Konsequenz der Rekonstruktionsresultate
in Abschnitt 3 erhalten.

Die obigen sehr beeindruckenden Resultate nidhren den Verdacht, dass die eingangs
erwihnte Vermutung, dass je zwei nicht dquivalente Landschaften unterscheidbar sind,
wahr sein sollte. Diese Vermutung stellte sich vor knapp 2 Jahren {iberraschenderweise
als falsch heraus. In einer bemerkenswerten Arbeit zeigte Lindenstrauss [8] in Dimension
eins die Existenz einer iiberabzdhlbaren Menge von ununterscheidbaren Landschaften.
Er konstruierte dieses Beispiel fiir Landschaften mit zwei Farben, aber wie Kesten
in [7] ausfiihrt, ist dieselbe Kontruktion auch mit unendlich vielen Farben moglich.
Grob gesprochen besteht die Grundidee dieser Konstruktion darin, Landschaften mit
groflen monochromatischen Inseln zu bauen. Auf diesen Inseln erzeugt die Irrfahrt einen
Farbverlauf, der keinerlei Riickschliisse darauf zuldsst, wo sich die Irrfahrt befindet.
Ganz offenbar impliziert Lindenstrauss’ Resultat eine negative Antwort auf die eingangs
dieses Abschnitts erwdhnte Vermutung: es gibt ununterscheidbare Landschaften auf Z,
die sich nicht nur durch Verschiebung des Ursprungs und eine Spieglung unterscheiden.
Dieses Ergebnis, das auch in hoheren Dimensionen wahr sein sollte (schlieBlich werden
die Schwierigkeiten bei der Unterscheidung von Landschaften in zunehmender Dimension
nur grofer), beantwortet auch die in der Einleitung angerissene Frage 2.

3 Rekonstruktion zufilliger Landschaften

Das Ergebnis von Lindenstrauss [8] legt nahe, dass die Rekonstruktion von Landschaften
ein extrem schwieriges, vielleicht sogar unlésbares Problem ist. Bei genauerem Hinsehen
jedoch realisiert man schnell, dass, obschon iiberabzdhlbar viele Landschaften nicht
unterscheidbar sind und somit natiirlich auch nicht rekonstruierbar, dies trotz allem
moglicherweise nur eine Nullmenge in der Menge aller moglichen Landschaften ist.

Wie wir im letzten Abschnitt schon diskutiert haben, lassen sich Lanschaften, die durch
Verschiebungen des Ursprungs und Drehungen und Spiegelungen des Z“ auseinander
hervorgehen, nicht durch den Farbverlauf x der Irrfahrt (S,) unterscheiden. Selbstver-
stdndlich kann man dann auch nur auf die Rekonstruierbarkeit einer Landschaft £ bis auf
Aquivalenz hoffen. Hierbei heissen zwei Landschaften ¢ und 7 fquivalent (in Symbolen
£ ~ n), falls es eine Drehung oder Spiegelung M des Z¢ gibt und einen Vektor a € Z¢,



so dass
£(z) =n(a+ Mx) fiir alle z € Z“

gilt.

Offenbar lassen sich nun die in Frage 1 angeschnittenen Probleme der Unterscheidung
zweier Landschaften am einfachsten klidren, wenn man eine Landschaft & (bis auf Aqui-
valenz) aus dem Farbverlauf y der Irrfahrt rekonstruieren kann. Ein aufBlerordentlich
iiberraschendes Resultat von Matzinger [13],[14] besagt nun, dass dies in einer Dimension
und in generischen Situationen bei einer gemifl p zufillig gew#hlten Landschaft stets
moglich ist.

Theorem 3.1 (Matzinger (1998, 1999) [13],[1}], sieche auch Lowe, Matzinger [10])
Es seid =1 und 2 < m < oco. Dann gibt es eine beziiglich der kanonischen Projektionen
messbare Funktion

A:{0,...om -1 = {0,....m—1}*

von der Menge aller Farbverliufe in die Menge aller Landschaften, so dass mit Wahr-
scheinlichkeit eins beziiglich p gilt

PA() ~ €) = 1. 1)
Hierbei bezeichnet P die Verteilung der Irrfahrt.

Wir wollen nun ein wenig die grundlegenden Beweisideen von 2.2 kennenlernen.

Beweisideen von Theorem 3.1: Um zu verstehen, wie die Rekonstruktion einer
Landschaft prinzipiell vonstatten geht, stellen wir uns vor, es gidbe in der Landschaft
zwei zusdtzliche Farben, sagen wir

A,B¢{1,...,m},

die nur an genau einer Stelle vorkommen. Ferner nehmen wir an, dass wir wissen, dass die
Knoten x; und x5, die mit A bzw. B gefirbt sind, genau L Schritte auseinanderliegen. Um
dann die Landschaft zwischen z; und x5 (bis auf Spiegelsymmetrie) zu rekonstruieren,
wiirden wir warten, bis die Irrfahrt einmal auf direktem Wege von x; nach x, oder
umgekehrt lauft. Die dabei gelesenen Farben sind offenbar exakt die Farbung der Land-
schaft zwischen z; und x,. Um nun festzustellen, wann die Irrfahrt in z; bzw. x5 ist,
benutzen wir die Farben A und B. Wann immer wir also im Farbverlauf A lesen und L
Schritte spéter ein B, kann die Irrfahrt keinen Umweg gemacht haben und wissen wir,
dass wir auf direktem Wege von z; nach x, gegangen sind.

Nun haben wir zwei Annahmen gemacht, namlich dass es zwei einzigartige Farben gibt
und dass wir deren Abstand kennen. Diese Annahmen sind natiirlich fiir eine ”echte”
Landschaft nicht erfiillt. Nehmen wir nun an, wir wiissten zwar weiterhin um die Existenz
der besonderen Farben A und B, aber nicht um deren Abstand L. Da wir nun mit dem
Farbverlauf y eine unendliche Folge von Beobachtungen aus der Landschaft haben und
(Sp) auf Z rekurrent ist, konnen wir einen guten Schitzer fiir L konstruieren. Da (.S,)
ndmlich unendlich oft nach x; zuriickkehrt, hat die Irrfahrt unendlich viele Chancen, um
auf direktem von x; nach x, zu laufen. Da dieses Ereignis positive P-Wahrscheinlichkeit



(genauer Wahrscheinlichkeit 27%) hat, wird es mit Wahrscheinlichkeit eins irgendwann
eintreten. Nehmen wir also die kiirzeste Distanz zwischen zwei Beobachtungen in Y,
von denen eine A ist und die andere B, dann ist dies ein Schétzer fiir L, der mit
Wahrscheinlichkeit eins L richtig schétzt.

Die Frage, wie man mit den fehlenden besonderen Farben umgeht, ist weit heikler. Wir
werden hier einen Zugang vorstellen, der der vielleicht natiirlichste (eine Art ”Proof from
the book”) ist und gewissermafien ein Entropie-Argument benutzt. Er funktioniert fiir
den Fall m > 3 und basiert, grob gesprochen, auf der Idee, dass die Information, die man
mit dem Lesen einer Farbe bekommt, die Entropie der Irffahrt iiberwiegt, falls die Anzahl
der Farben grofer ist als die Anzahl der neuen Punkte pro Schritt der Irrfahrt. In der Tat
148t sich aber auch bei einer kleineren Anzahl von Farben immer noch rekonstruieren.
Auf die Idee dort, soll am Schluss dieser Beweisskizze kurz eingegangen werden.

Fiir den Moment nehmen wir an, dass m > 3 ist und wir betrachten den m-reguldren
Baum ohne Wurzel, T,,, (also einen Baum ohne Wurzel, in dem jeder Knoten Grad m
hat). Wir wihlen nun irgendeinen Knoten o des T, und nennen ihn den Ursprung. Nun
farben wir die Knoten des 7;, folgendermaflen:

o bekommt dieselbe Farbe wie der Urspung 0 € Z unter . Weiter gelte die Regel, dass
jeder Knoten v in T,, Nachbarn jeder Farbe aus {1,...,m} hat. Da es genau m Farben
gibt und jeder Knoten genau m Nachbarn hat, legen diese beiden Regeln die Farbung
der Knoten von T}, bis auf [somorphie eindeutig fest.

Die néichste Beobachtung ist die, dass sich die Landschaft £ als ein zufélliger Pfad (sogar
als eine Irrfahrt) auf diesem gefiirbten T,, darstellen ldsst. Dazu starten wir in o € T,
und wandern nun mit einem N#chsten-Nachbar-Pfad durch 7},, indem wir sukzessiv
die Farben abtragen, die die Knoten in Z unter £ tragen, wenn man schrittweise vom
Ursprung nach rechts geht. Anschlieflend verfahren wir identisch, indem wir wieder in
o € T,, starten und die Farben links vom Ursprung in Z abtragen. Dieses erzeugt einen
Pfad ¢¢ auf T, der fiir den Fall, dass die Landschaft § gem&fi p gewihlt ist, einer
Irrfahrt auf 7), entspricht. Diese Irrfahrt ist transient, da m > 3 ist. Da auflerdem
jede Farbe positive Wahrscheinlichkeit besitzt, gibt es einen Knoten v*, so dass von v*
zwei verschieden Zweige ausgehen und ¢, auf jedem dieser Zweige unendlich viele Knoten
besitzt. Kénnte man nun den Pfad ¢, so kéinnte man bis auf Verschiebung des Ursprungs
und Spiegelungen auch die Landschaft £, da die Konstruktion, die von § zu ¢ fiihrt,
umkehrbar ist.

Nun ist aber ¢, ebenso wenig bekannt wie £. Allerdings kann man ¢, stiickweise durch
eine weitere Irrfahrt erkunden. In der Tat induziert ja auch die Irrfahrt (S,) eine Irrfahrt
(R,) auf T,,, wenn wir sie mit Hilfe derselben Abbildung wie ¢ auf T, transportieren.
Offenbar ist der Pfad von (R,) im Pfad von ¢¢ enthalten. Auflerdem ist (R,,) rekurrent,
da (S,) auf Z rekurrent ist. Die Schliisselidee des Beweises ist es nun auszunutzen, dass
wir zwei Irrfahrten ¢, und (R,) haben, die auf den gleichen Knoten laufen, von denen
aber die eine transient ist, die andere rekurrent. (R,) folgt dabei dem Pfad ¢, ”tanzt”
aber auf diesem moglicherweise vor und zuriick.

Genauer funktioniert das wie folgt: Wir fixieren zwei Knoten v, w € T,,, so dass v und
w beide in der Knotenmenge des Pfades ¢, liegen. Da v und w in der Knotenmenge von
e sind, gibt es Punkte 1, x5 € Z, so dass £(z) dieselbe Farbe hat wie v, {(x2) dieselbe



Farbe wie w und das Stiick Landschaft, wenn man von x; nach z, geht genauso gefiarbt
ist wie der Pfad ¢¢, wenn man ihm von v nach w folgt. Prinzipiell wiirde es also geniigen,
den Pfad ¢, zwischen v und w mit Hilfe von (R,,) zu erkunden.

Hierbei gibt es zwei prinzipielle Hindernisse. Folgt man (R,,), wihrend die Irrfahrt von v
nach w l&uft, so kann es sein, dass sich (R,,) auf diesem Weg vor- und zuriickbewegt. Dies
kann zwei mogliche Ursachen haben. Entweder bewegt sich auf der Pfad ¢, auf dieser
Strecke auch vor und zuriick (was geschieht, wenn beispielsweise drei aufeinanderfolgende
Punkte in Z zwischen z; und z, mit den Farben 1, 2 und dann wieder 1 gefirbt sind),
so dass (R,) zwangsliufig dieser Bewegung folgt. Umgekehrt kann es auch geschehen,
dass sich (R,) auf dem Weg von v nach w vor und zuriick bewegt, weil die Irrfahrt
(Sp) auf Z vorwirts und riickwérts geht. In diesem Fall wére die Farbfolge, die von
(R,) gelesen wird, nicht identisch mit der Farbfolge in . Um zwischen diesen beiden
Fillen zu unterscheiden, erinnern wir uns an einen Trick, den wir schon in der obigen
Skizze kennen gelernt haben. Wenn (R,) von v nach w geht und dabei exakt dem Pfad
von ¢ folgt, dann ist dies die kiirzeste aller Moglichkeiten fiir (R,) um von v nach w
zu gehen. Da nun (R,) rekurrent ist, hat diese Irrfahrt unendlich viele Moglichkeiten,
diese kiirzeste Durchquerung der Strecke von v nach w zu realisieren. Da eine solche
Durchquerung positive Wahrscheinlichkeit hat, wird diese kiirzeste Durchquerung der
Strecke von v nach w mit Wahrscheinlichkeit eins irgendwann tatséchlich vorkommen.
Somit geniigt es, unter allen Beobachtungen diejenige herauszusuchen, die eine kiirzeste
Durchquerung der Strecke von v nach w liefert. Mit Wahrscheinlichkeit eins wird die
entsprechende Farbsequenz die Farbung der Landschaft zwischen xy und x5 liefern.

Die zweite Schwierigkeit bei dieser Rekonstruktionsmethode ist die Tatsache, dass der
Pfad ¢, die Strecke zwischen v und w moglicherweise mehrfach durchquert und mégli-
cherweise sogar dergestalt, dass es mehrere kiirzeste Durchquerungen mit unterschied-
lichen Farbverldufen gibt. In diesem Falle wiirde unsere Rekonstruktionsmethode kein
eindeutiges (und somit gar kein) Ergebnis liefern. Diese Moglichkeit ldsst sich (je nach
Landschaft &) fiir ein festes Paar v, w im der Knotenmenge von ¢, nicht ausschlieflen.
Allerdings hilft uns die Transienz von ¢ aus diesem Dilemma. Diese liefert némlich
die Existenz eines Paares v, w, sagen wir v in dem einem von v* ausgehenden Zweig,
w in dem anderen, so dass die Strecke von v nach w nur genau einmal von dem Pfad
¢¢ durchquert wird. Andernfalls ndmlich wiirde der Punkt v* unendlich oft besucht im
Widerspruch zur Transienz von .

Somit funktioniert der Rekonstruktionsalgorithmus wie folgt: Wir nehmen eine Folge von
Punktepaaren (v, w;), so dass v; und w; Knoten von ¢ sind und mit d(v;, w;) — o0,
wenn ¢ — oo (hier bezeichnet d(-,-) die Distanz im Graphen T}, ) und suchen dann nach
einer kiirzesten Durchquerung der Strecke von v; nach w; durch die Irrfahrt (R,) (im
Bezug auf alle beobachteten Durchquerungen). Die dabei gelesenen Farben interpretieren
wir als ein Stiick rekonstruierter Landschaft. Aus den oben aufgefiihrten Griinden wird
dieser Rekonstruktionsalgorithmus schliellich konstant, in dem Sinne als dass er auf
gleichen endlichen Stiicken von Z eine gleiche Landschaft liefert. Lésst man also t — oo
gehen, ergibt sich somit mit Wahrscheinlichkeit eins eine zu £ dquivalente Landschaft.

Der hier vorgestellte Rekonstruktionsalgorithmus wurde erstmal von Matzinger in [13]
fiir den Fall gemé&fl p-verteilter Landschaften vorgestellt. Gerade da das urspriingliche
Problem der Unterscheidung und Rekonstruktion von Landschaften seine Wurzeln in



der Ergodentheorie hat, ist es naheliegend zu fragen, welche ergodischen Eigenschaften
eigentlich von der Landschaft gefordert werden miissen, um obigen Algorithmus erfolg-
reich anwenden zu kénnen. Diese Fragen wurden in [10] erschopfend analysiert.

Schon die Aussage des Theorems 3.1 besagt, dass die Rekonstruktion in einer Dimension
allerdings nicht auf den Fall von drei Farben oder mehr beschrinkt bleibt, der oben
vorgestellte Algorithmus allerdings schon. Der Fall von zwei Farben (m = 2) ist, ins-
besondere fiir den Fall, dass man auch Irrfahrten zuléisst, die eine positive Haltewahr-
scheinlichkeit haben, technisch ungleich miihsamer. Die Grundidee ist wieder die am
obigen Beispiel des Falles mit besonderen Farben illustrierte. Allerdings miissen im Fall
m = 2 neue Ideen gefunden werden die fehlenden ”besonderen Farben” zu ersetzen. Der
Grundgedanke hierbei ist der folgende. Fiir jedes k£ € N treten mit positiver Wahrschein-
lichkeit 2% monochrome Blécke der Linge k auf. Diese sind aufgrund ihres seltenen
Auftretens typisch in ihrer Umgebung. Auf diesen Blocken erzeugt die Irrfahrt (S,)
typischerweise eine monochrome Beobachtung der Linge k. Umgekehrt ist es auch
so, dass eine Beobachtung der Linge k* mit {iberwiiltigender Wahrscheinlichkeit von
einem Block der Lénge mindestens £ kommt und nicht von einem um Gréfenordnungen
kleinerem. Somit lassen sich solche monochromen Blocke der Linge k auf Stiicken der
Landschaft &, die nicht linger sind als 2%, gut als eine Approximation fiir besondere
Farben nehmen. Der technische Aufwand bei der Umsetzung dieser Idee (die zudem eine
Induktion iiber k beinhaltet) ist erheblich und wiirde den Rahmen dieses Ubersichtsarti-
kels sprengen.

O

Wie schon Kesten in [7] bemerkte, sind die oben illustrierten Techniken, insbesondere die
oben genauer gezeigte Ubersetzung des Problems in eine Fragestellung iiber Irrfahrten auf
einem gefirbten Baum, sehr stark davon abhiingig, dass es sich bei (.S,,) um eine Néchste-
Nachbarschafts-Irrfahrt ohne Spriinge handelt. Die Frage, ob eine Rekonstruktion auch
bei Irrfahrten mit moglicher lingerer Reichweite moglich ist, liegt auf der Hand. Eine
Antwort darauf konnten wir in [11] geben. Sie stellt sich wie folgt dar:

Theorem 3.2 (Lowe, Matzinger 2000 [11])

Es sei d = 1 und £ eine eindimensionale zufillige Landschaft mit m Farben. Der
Zufallsmechanismus p hierbei ist dergestalt, dass die £(z), z € Z unabhingige und iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen sind mit

p(£(0) = 1) =

1
m
fiir alle Farben i € {1,...,m}.

Weiter sei (Sp)nen eine Irrfahrt auf Z mit Start im Ursprung 0 und den folgenden
FEigenschaften

e (S,) hat unabhdngige, identisch verteilte Zuwdchse, d.h.
Sn-i—l -5, =X,

wobei (X,,) eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen ist.



o X, is Z-wertig und hat endliche Reichweite, d.h.
supp(Xy) :={x € Z: P(X, =) # 0}
ist eine endliche Menge.

e (Sy) is aperiodisch in dem Sinne, dass ggt supp(X,) = 1 gilt (um sicherzustellen,
dass jeder Punkt tberhaupt mit positiver Wahrscheinlichkeit durch (S,) erreicht
wird).

e (S,) ist ohne Drift, d.h.

Nun seim > | supp(X1)|+1 und wir nehmen ferner an, dass die Irrfahrt (S, )n>0 und die
Landschaft & die obigen Bedingungen erfiillen und unabhdngig voneinander sind. Dann
kann man aus einer Realisierung des Prozesses (§(Sy))n>0 fast sicher (mit Bezug auf p
und P) & bis auf Aquivalenz rekonstruieren. Mit anderen Worten: es gibt eine messbare
Funktion (beziiglich der kanonischen o-Algebren)

AL omY = {1, m)?
so dass fir p-fast alle Landschaften & gilt

P(A(x) ~§) = 1. (2)

Die zentrale Idee beim Beweis von Theorem 3.2 ist eine Verfeinerung der Ideen des
Beweises von Theorem 3.1 fiir den Fall von m = 2 Farben. Zusétzlich zu den ohnehin
erheblichen technischen Schwierigkeiten, erheben sich hier die folgenden Probleme: Zum
einen ist es durch die Spriinge der Irrfahrt moglich lange monochrome Sequenzen auch
dann zu lesen, wenn sich die Irrfahrt nicht auf monochromen Teilstiicken der Landschaft
¢ befindet. Dies erfordert zusétzliche Abschétzungen, um zu zeigen, dass dennoch ty-
pischerweise lange monochrome Sequenzen in den Beobachtungen yx von relativ langen
monochromen Teilstiicken der Landschaft & herrithren und so unseren Ersatz fiir die
"besonderen Farben” retten.

Die zweite wesentliche Schwierigkeit beim Beweis von Theorem 3.2 besteht darin, dass
durch die Spriinge eine schnellste Durchquerung eines Stiickes Landschaft von einer
monochromen ”Insel” zur néchsten nicht direkt ein Stiick Landschaft abliest, sondern
nur die Farben von Knoten im Abstand maximaler Sprunglinge. Wir werden also im
Allgemeinen mehrere leiterartige Worter lesen, die verschiedenen solcher kiirzester Durch-
querungen der Distanz zwischen monochromen Inseln entsprechen. Eine entscheidende
Aufgabe beim Beweis des obigen Theorems, ist es eine Technik zu finden, diese verschie-
denen ”Leitern” zu einer Landschaft zusammenzustecken. In [11] wird dieses Problem
induktiv geldst, indem man eine gewisse Uberlappung mit schon rekonstruierten Land-
schaftsstiicken fordert. Diese ordnen dann die ”Leitern” in der richtigen Reihenfolge. Fiir
detaillierte Ausfiihrungen sei auf [11] verwiesen.



Eine mindestens ebenso naheliegende Feststellung ist die, dass die unter der Beweisskizze
fiir Theorem 3.1 aufgefiihrten Ideen sehr stark den eindimensionalen Rahmen des Pro-
blems benutzen. Diese Bemerkung traf schon Kesten in [7]. Er vermutete, dass in zwei Di-
mensionen eine Rekonstruktion von Landschaften nicht moéglich sei. Um die Beweggriinde
fiir diese Vermutung besser zu verstehen, wollen wir ein wenig die prinzipiellen Probleme
in zwei Dimensionen erldutern.

Offensichtlich hinkt die oben vorgefiihrte Technik der Ubersetzung des Problems in eine
Fragestellung iiber Irrfahrten auf Biumen daran, dass schon Z? kein Baum ist und somit
das Problem nicht auf Bdume iibersetzt werden kann.

Hinter diesen Schwierigkeiten steckt ein fundamentaleres Problem. Wie schon weiter
oben aufgefiihrt, besteht in einer Dimension eine grundsitzliche Idee darin, auf eine
kiirzeste Durchquerung einer Strecke durch die Irrfahrt (S,,) zu warten. So eine kiirzeste
Durchquerung ist iiberschneidugsfrei und liest damit direkt die Landschaft zwischen den
beiden Endpunkten der Strecke eindeutig ab. Dies stimmt auch in zwei Dimensionen,
nur gibt es hier das Problem, dass es sogar zwischen zwei gegebenen Endpunkten einer
Strecke (iiber die man i.a. nicht verfiigt) mehr als eine kiirzeste iiberschneidungsfreie
Durchquerung gibt und man nicht weiss, welche davon gerade von der Irrfahrt gelesen
wird.

Das zweite Problem bei der zweidimensionalen Rekonstruktion ist noch prinzipiellerer
Natur. Es betrifft die Rekurrenz der zweidimendsionalen Irrfahrt oder genauer ihre
Riickkehrzeit. Selbstverstindlich ist die Irrfahrt (S,) in zwei Dimensionen ebenso re-
kurrent wie in einer. Somit besucht sie jeden Punkt mit Wahrscheinlichkeit eins, was
offenbar eine unabdingbare Voraussetzung fiir die Rekonstruktion ist (daher ist auch die
Frage, ob Rekonstruktion von Landschaften in drei Dimensionen oder mehr mdoglich ist,
schnell beantwortet). Allerdings gibt es einen erheblichen Unterschied in der Héufigkeit
der Besuche eines einzelnen Punktes. Wihrend beispielsweise die Lokalzeit (die erwartete
Anzahl von Besuchen) des Urspungs zur Zeit ¢ sich in einer Dimension verhilt wie v/Z, ist
dieselbe Gréfe in zwei Dimensionen nur noch log ¢, was im Vergleich zu v/# verschwindend
wenig ist. Nun mag man sich auf den Standpunkt stellen, dass die Anzahl der Besuche
im Ursprung (oder jedem anderen Knoten des Graphen) unerheblich ist, solange sie nur
gegen Unendlich strebt, die Irrfahrt also rekurrent ist. Dass dies durchaus nicht notwendig
ein allgemeines Prinzip zu sein braucht, zeigen die erstaunlichen Resultate von Harris
und Keane [2] fiir ein unserem Rekonstruktionsproblem durchaus verwandten Problem.
Diese sollen im folgenden Abschnitt dargestellt werden.

Die geringeren Lokalzeiten in zwei Dimensionen fithren nun zu der folgenden Schwierig-
keit: Das wesentliche Problem bei der Rekonstruktion von Landschaften ist nicht primér
der Rekonstruktionsteil, sondern herauszufinden, wo die Rekonstruktion stattfindet. Je
seltener nun die Irrfahrt an einen Punkt zuriickkehrt, umso genauer miissen die Techniken
sein, die gewahrleisten, dass sie sich an der Stelle befindet, an der wir sie vermuten. Es
ist plausibel, dass eine Erhohung der Anzahl der zur Verfiigung stehenden Farben die
Losung dieses Problems eher erleichtert. In der Tat héitte man (im Extremfall) unendlich
viele Farben, so wire jede Farbe charakteristisch fiir den Punkt, an dem sie auftritt.
Eine Farbe zu lesen wire somit gleichbedeutend mit vollstdndiger Information iiber
den Ort, an dem sich die Irrfahrt aufhilt (dennoch bliebe immer noch das eigentliche
Rekonstruktionsproblem zu losen). Es wird somit naheliegender, dass fiir den Fall hin-



reichend vieler Farben Kestens Vermutung tatséchlich widerlegt werden kann und eine
Rekonstruktion moglich ist. Dies wurde in [9] von Matzinger und dem Autor gezeigt.
Genauer ist die zentrale Aussage in [9] die folgende:

Theorem 3.3 (Lowe, Matzinger (1999), [9])

Es sei die Dimension d = 2 und (S,) sei die einfache Nichste-Nachbarschafts-Irrfahrt
in Z* ohne Spriinge und mit Haltewahrscheinlichkeit null. p sei das Wahrscheinlichkeits-
maf auf der Menge aller zweidimensionalen Landschaften, das die Farben der einzelnen
Knoten unabhdngig macht und die Marginalverteilung

1
0 — ) = —
pEO) =) = —
fir alle Farben i € {1,...,m} besitzt. Dann gibt es ein my € N, so dass, wann immer

m > myg ist, gilt: Es gibt eine messbare Funktion (beziglich der kanonischen o-Algebren)
A{, o omN = {1, my
so dass fiir p-fast alle Landschaften & gilt

P(A(x) ~§) = 1. (3)

Hierbei sind wieder zwei zweidimensionale Landschaften & und n dquivalent (symbolisch
schreiben wir & ~ n, wenn sie sich nur durch Verschiebungen des Ursprungs und eine
Spiegelung oder Drehung, die das Gitter invariant lisst, unterscheiden).

Beweisidee zu Theorem 3.3: Die oben angedeuteten Schwierigkeiten iiberwinden wir
durch einen Induktionsbeweis. Die Induktion wird dabei iiber einen Parameter r gefiihrt,
wobei r den Radius euklidischer Bille bezeichnet, auf denen die Landschaft sukzessiv
rekonstruiert werden soll.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit stellen wir dabei zuniichst den Indukstionschritt vor.
Wie schon einleitend erwédhnt gibt es dabei zwei verschiedene Schritte: einen Teil, in
dem wir sicherstellen, dass sich die Irrfahrt tatséchlich an dem Ort befindet, an dem die
Rekonstruktion stattfinden soll und den eigentlichen Rekonstruktionsschritt.

Um festzustellen, dass die Irrfahrt sich tatsédchlich im Ball um den Ursprung B" vom
Radius r befindet (und nicht sonstwo) benutzen wir die Kenntnis der Farben in B" 1,
iiber die wir nach Induktionsannahme verfiigen, in folgender Weise. Wir definieren eine
Menge von Signalwortern, die aus sdmtlichen nicht-iiberlappenden, horizontalen Farb-
sequenzen der Liinge c; logr besteht, die innerhalb von B"~! gelesen werden konnen.
Hierbei sollte man sich ¢; als konstant und typischerweise sehr klein vorstellen. Liest
die Irrfahrt nun in einen Zeitintervall der Linge r? mehr als ¢! (hierbei ist £; eine
geeignete positive Zahl) dieser Signalworter, so nehmen wir das als Anzeichen, dass sich
die Irrfahrt in B"~! befindet und wir versuchen kénnen, die Landschaft auf dem Rand von
B! und somit auf B" zu rekonstruieren. Hierbei ist zumindest die Grofienordnung der
Signalwdrter von log r von entscheidender Wichtigkeit. Wahlt man sie zu grof}, so wird die
Irrfahrt selbst dann keine Signalworter lesen, wenn sie sich innerhalb von B! befindet;
ist sie zu klein, kann man {iberall beliebige Mengen an Signalwortern lesen. Hingegen hat
die Tatsache, dass wir die Signalworter nur horizontal und nicht iiberlappend wéhlen,



vorwiegend den technischen Grund, dass dann die Ereignisse verschiedene solcher Wérter
innerhalb von B"~! zu lesen stochastisch unabhingig sind.

Tatséchlich lésst sich unter Ausnutzung der stochastischen Unabhéngigkeit mit Hilfe
einer exponentiellen Abschétzung beweisen, dass innerhalb eines Zeitintervalls der unge-
fihren Linge e mit sehr groer Wahrscheinlichkeit nur dann mehr als r2~°* Signalwérter
in 72 Schritten gelesen werden, wenn die Irrfahrt sich in B™! befindet. Hierbei kann o
grof} gewihlt werden, wenn man die Anzahl der Farben grofl genug wéhlt. Diese grofie
Sicherheit beim Erkennen von B"~! ist auch notwendig, denn in einem Zeitintervall der
Linge e wird die Irrfahrt mit groer Wahrscheinlichkeit nicht éfter als r®mal in den
Ursprung zuriickkehren. Dies ist gerade ausreichend, um mit groler Wahscheinlichkeit
jeden der O(r)-Randpunkte geniigend hiufig zu besuchen, um dort eine Rekonstruktion
vorzunehmen.

Der eigentliche Rekonstruktionschritt findet dann nur wéhrend der Zeitintervalle der
Linge r? statt, in denen sich die Irrfahrt mit groer Wahrscheinlichkeit in B"~! aufhilt.
Wihrend dieser Zeiten suchen wir Zeitabschnitte der Lénge cylogr auf, in denen die
Irrfahrt auf einer Geraden aus dem Inneren von B" ! kommend durch einen Randpunkt
von B" ! lduft. Die Farbe des Randpunktes ist somit die erste unbekannte Farbe auf
dieser Strecke. Eine wesentliche Schwierigkeit, die es bei dieser Methode zu {iberwinden
gilt, ist es herauszufinden, ob die Irrfahrt taséchlich auf einer Geraden lduft (um si-
cherzustellen, dass man zum "richtigen” Randpunkt lduft). Die technische Bewiltigung
dieser Schwierigkeit ist ein wenig zu aufwendig um hier vorgefiihrt zu werden, aber der
Grundgedanke ist erneut, dass Strecken der Linge log r innerhalb von B"~! charakteris-
tisch sind fiir den Platz, an dem sie gelesen werden.

Alle Wahrscheinlichkeitsaussagen in diesen Argumenten gelten mit summierbarer Wahr-
scheinlichkeit in 7, so dass die entsprechenden Begriindungen fiir alle » durchgehen bis
auf eine endliche Ausnahmemenge.

Sei rg das maximale r dieser Ausnahmemenge. Um die Induktion vollstdndig zu machen,
muss der Induktionsanfang also die Rekonstruktion der Landschaft auf B™ sein. Hierzu
bendtigen wir eine grofle Anzahl von Farben. Wir nehmen némlich an, dass m so grof§
ist, dass zu einem Zeitpunkt 7'(r,), zu dem mit Wahrscheinlichkeit groler als 3/4 jede
mogliche Kante in B einmal passiert wurde, alle bis dahin besuchten Punkte mit
Wabhrscheinlichkeit grofer 3/4 unterschiedliche Farben haben. Mit Wahrscheinlichkeit
grofler als 1/2 ist somit jeder der bis T'(rg) besuchten Punkte von verschiedener Farbe und
man kennt die komplette Einschritt-Nachbarschaft jedes Punktes in B™. Die Landschaft
in B™ l#ft sich dann — beginnend mit der Farbe des Urspungs 0 € Z? — gleich einem
Puzzle zusammenstecken (fiir Details sei wieder auf [9] verwiesen).

Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass zwar der Induktionsschritt mit Wahr-
scheinlichkeit eins korrekt ausgefiihrt wird, der Induktionsanfang aber nur mit Wahr-
scheinlichkeit grofer als 1/2 durchgefiihrt werden kann. Dies scheint im Widerspruch zur
Behauptung des Theorems 3.3 zu stehen. Die Rettung bietet uns das folgend Lemma:

Lemma 3.4 Flir jedes m gilt: Falls eine messbare Abbildung

A:{0,....m—1}"N={0,...,m—1}*



gibt, so dass B
P(A(x) ~ &) > 1/2

dann gibt es auch eine messbare Abbildung

A0, om—1N = {0,...,m—1}"

P(A(x) ~ &) = 1.

Der Beweis des Lemmas beruht auf einer Anwendung des Ergodensatzes. Man wendet
den Rekonstruktionsalgorithmus .4 auf y an, dann auf die Beobachtungen y beginnend
ab der zweiten Beobachtung, dann auf die Beobachtungen y beginnend ab der dritten
Beobachtung usf. Da die Wahrscheinlichkeit einer richtigen Rekonstruktion unter A
grofler ist als die einer falschen Rekonstruktion, wird die Mehrzahl aller Rekonstruktionen
bei diesem Verfahren zu der Orginal-Landschaft dquivalent sein.

In der Tat ist dies auch auflerordentlich plausibel. Wenn der obige Rekonstruktions-
algorithmus fehlschlégt, dann deshalb, weil Landschaft um den Ursprung nicht den
Anforderungen des Induktionsanfangs geniigt. Da aber die Mehrzahl aller Bille vom
Radius 7y durchaus eine Landschaft bietet, die den Anspriichen des Induktionsanfangs
geniigt, reicht es aus zu warten, bis sich die Irrfahrt in eine solche Region begibt um eine
korrekte Rekonstruktion zu erhalten.

Dies beendet die Skizze des Beweises von Theorem 3.3.

4 Ein verwandtes Problem

In diesem Abschnitt soll eine Fragestellung vorgestellt werden, die der Unterscheidung
und Rekonstruktion von Landschaften artverwandt ist, insbesondere fiir den Fall, dass
die Landschaft eine Periodizitit aufweist. Dieser Problemkreis, der ein iiberraschendes
Resultat birgt, wurde in einem Artikel von Harris und Keane [2] er6ffnet. Er lisst sich
folgendermaflen vorstellen:
Wir betrachten einen unendlichen, zusammenhéngenden Graphen G (die wichtigsten
Beispiele erhilt man wieder fiir G = Z oder G = Z?) und eine Irrfahrt (S,) auf G mit
Start in einem Knoten o, den wir den Ursprung nennen (im Fall von G = Z? fiir ein d
sei 0 = 0). In jedem Knoten v von G sei eine Miinze mit Seiten +1 und —1 angehéngt,
die wir werfen, wenn die Irrfahrt den Knoten v erreicht. Hierbei seien simtliche Miinzen
in Knoten v mit Ausnahme der Miinze in o fair und stochastisch unabhéngig, d.h. fiir
die mit ihnen assoziierten Zufallsvariablen X, mit Werten in {—1,+1} gelte, dass sie
unabhéngig seien und

P(X, = +1) = P(X, = -1) =
erfiillen. Zusétzlich sei auch X, unabhéngig von allen anderen X, habe aber moglicher-
weise einen Bias 0 € (—1,1), d.h.

P(X, = +1) = %(1 +0) und  P(X, = —1) = %(1 o).



Za jeden Zeitpunkt n € N werfen wir nun die Miinze am Knoten v mit S, = v und
produzieren so eine Folge (Y;,)nen von +1’en und —1’en. Die Frage, die wir beantworten
wollen, ist: "Hat X, wirklich einen Bias, d.h. ist # # 0 und falls ja, konnen wir 6 verlésslich
schitzen?”

Bezeichnen wir mit py die Verteilung der Folge der (Y},),en, wenn X, den Bias 6 hat.
Offensichtlich ldsst sich der Fall 6 # 0 vom Fall # = 0 mit Wahscheinlichkeit eins unter-
scheiden, wenn fy und pg orthogonal sind, in Symbolen jyL 119, und diese Unterscheidung
ist mit Sicherheit nicht moglich, falls 119 absolut stetig ist beziiglich p, also py < o gilt.
Sicherlich ist es fiir py 1 o absolut notwendig, dass die Irrfahrt rekurrent ist, weil sonst
X, nur endlich oft geworfen wird und daher natiirlich p auf jeden Fall absolut stetig ist
beziiglich 1. Interessanterweise ist die Rekurrenz von (S,,) nicht die relevante Bedingung
um die Félle pg Lo und py < po zu unterscheiden, wie folgendes Resultat von Harris
und Keane zeigt. Um es formulieren zu kénnen, miissen wir noch eine Notation einfiihren:
uy, sei die Wahrscheinlichkeit, dass (.S,) zum Zeitpunkt k& nach o zuriickkehrt also

uy == P(Sk = o).
Dann liest sich das Resultat von Harris und Keane [2] wie folgt:

Theorem 4.1 (Harris, Keane (1997) [2])
Mt den obigen Bezeichnungen gilt das folgende:

1. Falls Y2 ui = oo ist, dann gilt j1gL .
2. Ist > 02 jui <1, so gilt g < pup.
Beachtenswert hierbei ist, dass es nicht etwa auf die Konvergenz der Reihe der Riick-

kehrzeiten ankommt, sondern auf die Konvergenz der Reihe ihrer Quadrate. Dies fiihrt
zu der folgenden witzigen Dichotomie:

Korollar 4.2 (Harris, Keane (1997) [2])
Falls G = 74 ist, so qgilt:

1. Falls d =1 ust, gilt pgLpg.

2. Fird > 2 ist pg < pig.

Der Grund, warum Korollar 4.2 eine direkte Konsequenz aus Theorem 4.1 ist, ist der,
dass die Riickkehrwahrscheinlichkeiten u; von S, in einer Dimension d = 1 folgendes
Verhalten aufweisen:

2k 1
ur =0 falls k gerade und  ug = <k >2_2"C ~ VoA

wahrend fiir d = 2 gilt

oo
Z up < 2.
k=0

Theorem 4.1 kann tiberdies als ein Analogon fiir eine ganz spezielle Abhéangigkeitsstruktur
der folgenden beriihmten Dichotomie von Kakutani [5] iiber Produktmafie aufgefasst
werden.



Theorem 4.3 (Kakutani (1943) [5])

Es sei vy die Verteilung des i.i.d. fairen Miinzwurfes iber Q = {—1,+1} und vy die
Verteilung des unabhdingigen Minzwurfes iber Q = {—1,+1} mit Bias 9 := (U5)nen-
Dann gilt:

1. Divergiert Y02, d.h. ist > 7 | 92 = 00, so gilt vy Luy.

2. Konvergiert 02, d.h. ist Y - 92 < 00, so gilt vy K vy und vy <K vy.

Auf den ersten Blick mag schon Teil 1 von Korollar 4.2 tiberraschend erscheinen. In der
Tat ist ja die eindimensionale Irrfahrt in Z zwar rekurrent, aber die Lokalzeit (erwartete
Anzahl der Besuche) des Ursprungs 0 zur Zeit n ist nur ungefihr y/n. Somit wird die
Anzahl der Male, an denen die Miinze in 0 geworfen wird, verschwindend klein werden
verglichen mit der Gesamtanzahl von Miinzwiirfen. Bei genauerem Hinsehen bedeutet
dies aber nur, dass ein Test, der auf dem Mittelwert der (Y,) beruht, zu grob ist.
In der Tat benutzt der Beweis von Theorem 4.1 durch Harris und Keane in [2] ein
Martingalargument fiir die Dichte von py beziiglich o auf den ersten n Beobachtungen.
Eine andere denkbare Methode zu testen, ob g vorliegt oder p9, besteht darin, die Lénge
des ldngsten "Runs” in den ersten n Beobachtungen Y7,Y5,...,Y;, (somit der lingsten
Teilfolge mit Y; = Y; 41 = ... = Y, wobei ¢ > 1 und i + k£ < n ist) zu beobachten. Die
Verteilung dieser kann unter iy sehr genau bestimmt werden. Unterschiedliche empirische
Verteilungen des lingsten Runs lassen somit auf ein 6 # 0 schliessen. Dieses Programm
wurde kiirzlich von Levin, Pemantle und Peres [12] in grofler Meisterschaft durchgefiihrt.
Ihnen gelang sogar die Rekonstruktion des Bias 6, falls dieser grofl genug ist.

Eine sehr naheliegende Vermutung beim Betrachten von Theorem 4.1 und Theorem 4.3
ist, dass auch in Theorem 4.1 der Parameter 6 keine Rolle spielen sollte, also dass stets
gilt g < po. Uberraschenderweise ist diese naheliegende Vermutung falsch. Vielmehr
gilt das folgende Resultat von Levin, Pemantle und Peres [12]:

Notation: Fiir zwei Folgen (a,) und (b,) schreiben wir a,, = b,, fallses 0 < C; < Cy < 00
gibt, so dass ('} < ‘;—: < (Cyfirallen>1

Theorem 4.4 (Levin, Pemantle und Peres (1999) [12])

Es sei % < v < 1 und die Rickkehrwahrscheinlichkeiten (uy) erfillen u, =~ k=7 und

Umax := Maxy u, > 2771, dann gilt fiir jedes 6 mit

27

dass pgLpo ist.

Fiir einen Beweis verweisen wir auf den Artikel von Levin, Pemantle und Peres [12].
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