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Abstract. The Pickands estimator for the extreme value index is generalized in
a way that includes all of its previously known variants. A detailed study of the
asymptotic behavior of the estimators in the family serves to determine its optimally
performing members. These are given by simple, explicit formulas, have the same
asymptotic variance as the maximum likelihood estimator in the generalized Pareto
model, and are robust to departures from the limiting generalized Pareto model in
case the convergence of the excess distribution to its limit is slow. A simulation
study involving a wide range of distributions shows the new estimators to compare
favorably with the maximum likelihood estimator.

AMS Subject Classification: primary 62G32; secondary 62G 05, 62G20

Keywords : Pickands estimator; Extreme value index; Generalized Pareto distribu-
tion; Excess distribution; Second-order regular variation; Tail quantile function

†EURANDOM, P.O. Box 513, NL-5600 MB Eindhoven, The Netherlands (E-mail:
segers@eurandom.tue.nl). The author is a Post-Doctoral Research Fellow of the Fund for Scientific
Research - Flanders (Belgium). This work has been partially supported by EU TMR network ERB-
FMRX-CT96-0095 on “Statistical and computational methods for the analysis of spatial data” and
by Chalmers University of Technology, Gothenburg.

i



� �������	�
��

��� ������� �	
�� �
��� � �� 	 �����������
 ��
����
 ������ � �
 ��� ��	
 
�
� �������
��
��� ������ �� ��� ����� �	�
 �� � � ����	
�� ������ �
�������� 	 ����
� �����	��� �� � 
����� �	� �
������	��� 	
� �������� ���
 �! �����	
 	������� "��� 	

 ����� �	��	
��
	�� �
���� �
�� 	 ��
�
� �	��
! �� �����	����� # ����! �� ����� $��
� 	�!������� ���	����

�	�� �� ����
� �����	���
 ���������� ���� �����	�
� ����������% �
�	��	
�! �
��� ��	
���
�� ��� �	�	 �
 
��	���
 	
� ��	
�& �Æ���
�! ������ ��� �	����� 
���
����� �����	��� �

��� ��
��	
�'�� �	���� ����
 ��� �������� ���� 	 ���� �������
�& 	��
��! �� ���� ���� ���
�!���	
 ��	� ����
��� 	����
� ���� �
�� ��
�����
�� �
 ��� ������� �	
�� 	�!���������

��� ������� �	
�� ���� ���� ��	�� �	�	����� � ∈ R �� ��(
�� �!

����� )

�
���{−�� * ���−���}� ��� � �) +� � * �� � +�

����−�−��� ��� � ) +� � ∈ R�

��� ���� � �� �	�� �� ��
�
� �� ��� ���	�
 �� 	���	����
 �� �� 
��	���
 � ∈ 	���� �� ���
����	�
! ��
����� 	
� 
���	
�'�� �	����� �� 	
 �
����
��
� �	��
� ���� � ��
������
��	�
! �� �� ��	� �� �� ����� 	�� ��,��
��� 
� � + 	
� �� ∈ R ���� ��	�


��
�→∞

� ��
�� * ��� ) ������ ��� � ∈ R� �����

��� ��
��	
�'�� �	���� �����������
 �-�.� ���� ��	�� �	�	����� � ∈ R �� ��(
�� �!

����� )

�
� − �� * ���−��� ��� � �) +� � ≥ +� � * �� � +�

�−� ��� � ) +� � ≥ +�

/�� �� ) ���{� ∈ R % � ��� 
 �} 	
� ��� � ∈ R ���� ��	� � ��� 
 � ��
��� ��� ������ ����
����� ) � �� − � ≤ � | � � �� ��� � ≥ + ����� ��� �	
��� �	��	�
� ������ � �	� ���� � �
��� ��
�	��
�	
 ����
� �� ����	
�� ������ �	� ��	� � ∈ 	���� �� 	
� �

! �� ��� � 
 ��
����� ������ ���� � + ���� ��	�


��
�↑��

��������� ) ������ ��� � ≥ +� ���0�

1,�	���
 ���0� �������� �� ����
 ��� �
�
��
 ������ ���� �� �! ��� �	�	������ �	��
!
���·��� ����� � ∈ R 	
� � � +� ��� �	�	������ � 	
� � �	
 �� �����	��� ���� ���
�������� �
 	 �	��
� ���� ��� �������
� � 	
� ��� (���� ����
 �

���·���� !��
�� �����	��� ���
���� �	�
 ,�	
������ 	� ��� ����	��
��! �� �������
� 	 
���
 
	���� ��	
 ��� �	��
� �	�����
�� ��� ,�	
��
� ��������
��
� �� 	 �����
 ������ 
�
��� ��	
 ��� ���� ��	
 ������� �! ���
�	�	�

2�	������	

! ���
 ��� ����
�� �� ��� �� �����	�� ��� �	�	������ � 	
� �� 3� ��������
��� 	���
���
 �� ��� ��	�� �	�	����� � ��
�� �� �� ��� ���� �����	
 �
� 	� �	� 	� ����	��4

	���
 ���� ��� ����
 �� ��
���
��% ��� � � + ��� �	�
� �� ��� -�. 	�� �� �	����4�!�� ���
� ) + ��� -�. ���
����� ���� ��� ����
�
��	
 �����������
 	
� ��� � 
 + ��� -�. �	� 	
(
��� ����� �
����
��

�



5	����� 
���
����� �����	���
 ��
������� �! 2���� ���6�� �	� �	
! 	��	
�	��� 
���� 	� �Æ���
�! �
�	��	
�! �
��� ��	
��� �� ��� �	�	 �
 
��	���
 	
� ��	
� ���	��
�
��
�����
� ������	���� �	�	 ���� ������� ��
����	�� �� 7	���
����� 	
� ����
�	��
��! ��
�	����� ���������
 ����
�� #�	�� ���� ��� �	�� ������� ��	� ��� �����	��� ���� �� ���
�
�! 
������	
 ������'	���
 ��� ������ �� �	���� ��
������ �� �������	
���� ������
 �� 	
�
��� 
�����
� -�. ����� �	! ����� �� ��� �	�� �� ��
�����
�� �
 ���0� �� �
�� ��	��
��
���
� ���� �������� �����������
� 	� ��� 8���	
 	
� ��� 2����
�4� ���� �	
! ������� ��
��������

����	
�� ������ 	
��	�! �������� 	 ����
� 
��	���
 	
� ��	
� �
�	��	
� �����	��� �� ��
.�
��� �! ���� ≤ ���� ≤ · · · ≤ ���� ��� 	���
��
� ����� ��	������� ���� 	
 �
����
��
�
�	��
� �� ��'� � ���� � � ����	
�� ��������� �� ���

��������� )
�


�� 0

��

�
��−����� −��−������

��−������ −��−������

�
� ��� � ) �� � � � � ���9��

����� ��� �� ��� 
	����� �
����� 
�� �������
� ��� ��	
 
����� �� .������ 	
� �� "		

���6�� ������ ��
�����
�! 	
� 	�!�������	

! 
���	
��! ��� 	

 �� :
�����
	��
! ���
�����	��� �� ,���� ��
	��
� 	� 	 ��
����
 �� � 	
� ��� 	�!������� �	��	
�� �� 
	���� 3	!�
�� ���������
� ���� ��������� ������ 	���� 	
� ���������� �! �	
! 	������ 	

 �� ����
��	
�'�� ������� ��	� ��� ����	
�� �����	��� �� 	 
�
�	� �����
	���
 �� 
��4��	��
�� ��
����� ��	������� ��� ������	 ����9� 7	
� ����9� #
��� ������ .���� ������ ;�
 �0+++�
	
� ;�
 �0++0��

��� ���! �	�� ���	 �� ���� 
�
�	� �����
	���
� �� 
��4��	��
�� �� ����� ��	������� ��
��� ��	���
� ���
� �
 ���� �	��� ��� 	 
	��� �	��
! �� �����	���� �� ��� ������� �	
�� �
����
8�� �

! ���� ���� �	��
! �
�
��� ��� ����	
�� �����	��� 	
� 	

 ��� �	��	
�� ����	�
 ��
��� ������� �������� �
�
��
 	�� 	� �Æ���
� 	� ��� �	����� 
���
����� �����	��� 	
� 
�������� �	
 ���� ������ ���� ��� �	�� � 
 + 	
� ���� ���	������ �� ��� ������ �����������

�� ���� ��� -�. �	��
!�

��� ��
��	
�'�� ����	
�� �����	���� �	�� ����� 	���	�	
�� �
 2�����
 0� 2�����
 <
������� �
 ��	� ��
�����
�! 	
� 	�!������� 
���	
��!� 3���� ������� �� ��� �	��
! ��
������ �� ��� ����� �� 2�����
 9 ����� ��� �	���� �� ��������� ���� 	 ���������	
 ����������� 
	
� �� 2�����
 � ����� ��� �����! �� �

����	��� �! 	 ����
	���
 ����!� #

 ������ 	��
�������� �� #���
����� # 	
� =�

� �
�	�
��
�� �� ��
 ���
������

3�	� 	�� ��� ��
��	
�'�� ����	
�� �����	���� 	
� ��� �� ���! ��
	�� �� ��������
! �
��

�	��	
�� �� ��� ����	
�� �����	���>

/�� ? �� ��� ��

�����
 �� ���
�� =���
 ��	����� � �
 ��� �
����	
 �+� �@ ���� ��	�

��+� �@ ) +�

�

�������|�|���� 
 ∞� 	
�

�

������������ ) �� �0���

A� 
�� ��
���
�� ���
����
! ��� ���	�
 �� �
����	���
 �� 	
�	!� �
�������� �� �� �+� �@� 7��
� ∈ B+� �@ 	������	�� ���� ) ���+� �@�� C��	

 ��	� ���� ≤ ���� ≤ · · · ≤ ���� 	�� ��� �����

0



��	������� �� 	
 �
����
��
� �	��
� ���� � � /�� ��	 ��
��� ��� ��	

��� �
����� 	� 
�	��
	� 
	��� 	� � ∈ R 	
� ��� ��
��
��
�� ��� 
���+� %) +�

��������� �	
 ��� � ) �� � � � � � − �� + 
 � 
 �� ��� � ∈ ?� �	
 �
�
���
�
� �
������

��
����� �������� �� 
� �
�
� ��

�������� �� )

�

�����−���	����� −��−�	�����������

��� ��
��	
�'�� ����	
�� �����	��� �� 	 
�
�	� �����
	���
 �� 
��4��	��
�� �� �����
��	������� ��� ��	��
�� ���
� �������
�� �! � 	
� � 	
� ��� ������� �! �� A
 �	�����
	� 
��
�� ���	 ) � �� 	
� �

! �� �� − ���� 
 � ≤ ��� �� �	��

�������� �� )
��


	�

{������ − ���� − �����} 
�����−��
��� −��−
����

��
���� �	� /�� �� ��
��� ��� ���
�4��	���� ����
� �	�� � �� �� 7�� + 
 � 
 � 
+ 
 � 
 � 	
� �
�� %) ��� − ���� 
�� � �� (
�

�������� �
��� )
�


�� �

��

�
��−������ −��−���

��−��������� −��−������

�
� �0�0�

3� ������� ;�
D� �0++�� �����	��� �����	
 �	��� �� ����� 	�� ��� �
�� �� ����	
�� ������
B� ) � ) ��0@ ������	 ����9� 	
� #
��� ������ B� ) �@ 	
� ;�
 �0+++� B��9 
 � 
 � 	
�
� ) �9��−�@�

��
���� �	� 5��� ��
��	

! 
�� 	�	�
 + 
 � 
 � 	
� 
�� � �� 	 ����	��
��! ��	���� �

�+� �@ ���� ��	�

�

������������ 
 ∞� .�(
� �
���� ∈ ? �!�

�����
�������� )

�
���� − �����


�� �
������

��� ���
��� ��	���	�
� ��
����
� � % �+� �@ → R� 3� �	��

�������� �
����� )

�
�


�� �

��

�
��−���	����� −��−�	����
��−����	����� −��−��	����

�
������

����� �� 	 ������� �� ��� �������� �
��� �� �0�0� ���� ��E���
� �	
��� �� � �
����	���
� ���
��(
�� ����	
�� �����	���� �� .���� ������ 	
� ��
�� 	
�� 7	
�D� ����9� ��
��� �����
	4
���
� �� ����	
�� �����	�����

3� �	
 	
�� ���� �������� �� ��� �������� �� ���� � ���� � ������
! �	�!�
� ���� �� ���
������� �� ��
���

�� �! 	 ��	���� � 	���� ����� �� 	����� ��� ��

���
��

��������� �	� �
� + 
 �� ≤ �� 
 �� �	
 �
��
� �
����
 � �� B��� ��@ × �+� �@ ���
�� �	

�
�
��
����
�� ������ ��� ) ������������ �	
�
 � 
� � ������
�
�� �
����
 �� B��� ��@ ��� �	

�
����
� �� ∈ ? ��� � ∈ B��� ��@ ��
 ���	 �	��

�
������


�

���



�������|��|��������� 
 ∞�

<



7�� ���� � ��� �����	���

�������� )

�
������
×
���



�����−���	����� −��−�	����������� ��� )

�
������


�������� �������� �0�<�

�� 	 �4������� �� ��� �����	���� �������� ���� A� � ����
��	��� 	� ���� � ∈ �+� �� �� �������
��� �����	
 �	�� �������� ���

� ����
 �����
 ����
��

�

��� ���� �	
���
�
��

��� ������� ��������� �� �0�<� �� ������� ���� ��
�����
� 	 ��	�
! ��
�����
� �����	���

�� ��� ������� �	
�� �
��� �� /�� F

→D ��
��� ��
�����
�� �
 ����	��
��!� # ��,��
�� ��

�
������ {��}∞�	� �� �	

�� 
��
��
�
��
 �� � ≤ �� ≤ � − � �� → ∞ 	
� ���� → + 	�
� → ∞�

������� �	
 �
� � ∈ 	���� ��� ���
 �
�� � ��� �
� � �
 �� 
� ����
�
�� �� � ��� 
�
��


��
��
�
��
 �
!�
��
 �� �
 	��
 ���������

→ � �� � → ∞�

��� ���	
������� �	
��
�	
�

=����� �� �	
 ���	� ��� ����
�� �
 	�!������� 
���	
��! �
 ��� 
��� �	�	��	�� �� 
��� 	
��	

 ���������
 �
 ����
�4����� �����!� ��� �	�
 ,�	
��
� ��
����
 � �� ��� ���� � �� ����

�!

���� )

�
�
�{ ∈ R % � � � ≥ � − ���}� ��� � � � 
+� ��� + 
 � ≤ ��

��� ������� �	
�� ��
�����
 � ∈ 	���� �� �,���	
�
� �� ��� ������
�� �� 	 �������� 
��	���	�
� ��
����
 
 ��(
�� �
 	 
����������� �� �
(
��! ���� ��	� ��� 	

  � +


��
�→∞

��� � − ����


���
)

 � − �

�
)% !�� �� �<���

�� �� ��	� 	� 
��� � �
 �	�� � ) + ��� "		
 ��69�� ��� ��
�����
�� �
 �<��� �	��� �
	��

��	

! �
�����
! �
  ∈ �+�∞� 	
� ��� 	���
�	�! ��
����
 
 �� 
�����	��
! ����
	�
! �	�!�
�
���� �
��� � 
��	���
 
 ∈ R�  ��	� �� 


��
�→∞


�� �


���
)  �� ���  � +� �<�0�

����� 	
�� ��
�� 
��	

! �
�����
! �
  ∈ �+�∞� ��� =�
��	� �� 	
� ���6�� ������� ����0�
A� ��

 ���
 ��� �
 2�����
 9 ��	� �����	
 �������	
�� �����
 ��� ��
��	
�'�� ����	
��

�	��
! ��,����� ��	� � ) �� ↑ � 	� � → ∞ ��� ����� �� 
��� �� �
����� ����� �� ��
���!
��
�����
��� 5������� �� 
��� �� ,�	
���! ��� ����� �� ��
�����
�� �! ������
� 	 �������
�	��� ��� ��

���
� ����
�4����� ����
	� �	��	���
 ��
�����
 �
 ��� �	�
 ,�	
��
� ��
���!
�	������ ����� ��� ��	����� �
 �
� �������

9



��������� �	� ��� ���
 �� � � �	
 ��
� !����
�
 �����
�� � 
� �������
�� ����
����� ��
B���∞� �
�	 �
��
�� �� �	
�
 ��
 � ∈ R� " ≤ +� � ∈ R� ��� # ∈ R� �
�	 
���→∞ #��� ) +
���	 �	��� �
���
�� 
��� ) � ����� �
 	��



��
�→∞


�� 
�� � − 
�� 
��� − � 
��  

#���
) �!�� �� ���  � +� �<�<�

���
�� �	� G�
�����
 <�0 ���
��� ��	� 
��� ) � ���� �� ����
	�
! �	�!�
� ���� �
��� � 
����� �
 ���
 �� 
�����	�! 	
� ��Æ���
� ��� ����� �� �� ����
����
�� �� 
��	

! �
�����
��
�����
�� �� ��
������ ��� ����	
�� ���6H� ������� 9���

���
�� �	� G�
�����
 <�0 	���	

! ������� 	 �	�� �� ��
�����
�� �
 �<���� .�(
�

!� & �� )
��� � − ����


���
���  � +� � ≥ ��� �<�9�

����� � )

� �

�

$�−�!��$��$ )
�

"

�
 ��� − �

" * �
−  � − �

�

�
� ���  � +� �<���

���� ��� 	�������	�� 
����� �
 �	�� � ) + " ) + �� � * " ) +� G�
�����
 <�0 
�� ���
���


��
�→∞

!� & �� − !�� �

#���
) ������ �� ���  � +� �<�H�

��� 
	���� (�� �����
 ��� ��	������ �� ����
�4����� ��
��	
�'�� �	��	���
 �� ����
� �����
��� "		
 	
� 2�	���I�

�� ���H� 	
� 	���	�� 	
��	�! �
 ������	 ����9� 	
� .���� �������

��� �	�� 	� ����� ��� �
�������	�� ��,��
�� �� ��
�� �� �
(
��! ����
� �� �
 	�����	
��
���� ��� �	�� �� ��
�����
�� �
 ��� ������� �	
�� ��
�����
 	� ,�	
��(�� �! ��� �	��
��
����
 #�

��������� �	� �
� # ��� � �
 �� 
� ����
�
�� "��� �	
 
��
��
�
��
 �
!�
��
 �� ���
�#
�

• ���
 � �) +$ 
���→∞ �
���
� #������ 
%
���&

• ���
 � ) +$ ����≥� �
���
� #������ 
 ∞�

'� ���	 ���
�� �
 �
���
 % %) 
���→∞ ������ #�������

��� �����
	
�� �	�����
�

7���� �� ��
���
 	 �����
 	�������	���
 �� ��� $��
� �����������
 �� ��� ����� �����
��	������� �� 	 �	��
�� /�� &� ' ≥ � �� �
����
��
� ��	
�	�� ����
�
��	
 ���� ���� �	���	

����

(
 )


�
�	�

&�� ��� � ) �� 0� � � � �<���

�



C��	

 ��	� ��−��� ≤ · · · ≤ ���� 	�� ��� � * � 
	����� ������	���
� �� 	
 �
����
��
�
�	��
� ���� 	 ���� � ���� �	�
 ,�	
��
� ��
����
 � � 7�� 	
! �
�������	�� ��,��
�� �� ��
�	�� 		L 
���−
�����
	�

�− L 
�����(
����
��

	�

�		 ) )������� � → ∞� �<�6�

����� L �·� ��
���� ��� 
	� �� 	 �	
��� ������ 	
� ‖· − ·‖ �� ��� �	��	���
	
 ����	
�� ��
��� �����������
� �������� ��9�< �� C���� ��6���

C��	

 ��� �
	�� ? �
 �0���� 7�� + 
 � 
 � 	
� � ∈ ? 
��

��������� �� )

�

��{����(��
���� − ����(
���}������ �<���

���� � ) ����	 	
� (
 	� �
 �<���� #������	�� F���� ����	��
��! �D �� F���D� C��	

 ���
��
����
 ���� ��(
�� �
 �<���� 7�� + 
 � 
 � 
�� ��� ��E���
�� ����	��� J� 	�� �
 ��
����
�
� % �+� �@ → R �������

J����� %) ����� − ����� ��� + 
 � ≤ ��

������� �	� (����
 ����
�
��� "�� ��� "�)� �
� ?′ ⊂ ? �
 ���	 �	�� ��� ���
 + 
 � 

��0 �	
 
��
����

�
�−���−�|�|���� 
� ��
������ �����
� ��
� ?′� �
� + 
 �� ≤ �� 
 � �
 ���	

�	�� ����� − ��� → ∞ ��� ���
 + 
 * 
 ���0 * 9��� *� � ��
����
 ������
�
�� ����
� �	
�


%
�� ���� {(
� � ≥ �} �� 
� +"�,- ��� � �������� .

�
� ����
�� + ���	 �	�� ��/

���
��≤�≤��� �∈�′



����� {��������� �� − �} − ,���� �� �� − %-��� �� "� ��


→ +�

�� � → ∞� �	
�


,���� �� �� )

�
��J�{�−�−�+����}

!������
������

-��� �� "� �� )

�
��J����������

!������
������

��� +���� ) −�
−���
� + ����� 
� � �������� .

�
� ����
�� �� �
���

K������ ��	� ��� 	 ��	
�	�� 3��
�� ������� +  
������ + 
 � 
 � � ∈ R 	
� 	 ��	����
� ∈ ? ���� ��	�

�
�−���−�|�|���� 
 ∞ ��� ���� � � + ��� ����

,��� �� �� )

�
��J�{�−�−�+ ���}

!������
�����

�� ��	
4'��� 
���	

! ����������� ���� �	��	
��

���� �� �� )

� �
�����.� �����.�������

H



�����

�����.� �� ) /

�
.�J�{.−�−�+ �.�}

!������

��J�{�−�−�+ ���}
!������

�
�<��+�

)
�

.�����!�������
B��−� * ������. ∧ �� − . ∧ ���� − ��.� ∧ �@�

������� <�H 	
� C����D� 	�������	���
 �<�6� 
�	� �� 	�!������� 
���	
��! �� ��� ��
��	
4
�'�� ����	
�� �����	����� /�� ��� F⇒D ��
��� ��
�����
�� �
 �����������
�

������
�� �	� (����
 ����
�
��� "�� ��� "�)� '� + 
 � 
 � ��� 
� � ∈ ? 
� ���	 �	���
�−���−�|�|���� 
 ∞ ��� ���
 �� �	
�

����� {��������� �� − �} ⇒ 0�%-��� �� "� ��� ���� �� ����

G���

	�! <�� �	
 �� ����
��� �� 	�!������� 
���	
��! �� ��� ������ ������ {���������� ���−
�}���	� ���� 	�!������� ���	��	
�� �	���� ������	�
� ���� ������� <�H� A
 ��� �	�� �	! 
�� �	
 ���	�
 	�!������� 
���	
��! ��� ��� ������� �������� ���� � 	� �
 G�
�����
 0�9
���
� ���� ��	� ��� ���� � � + �� �	��

�
������


�

���


�−���−�|��|��������� 
 ∞� 3� ����

��� ���	�
� ������� ��
�� ��

 ��������
� �����	���
 ���������� �	
 �� �	��� ���
 ������������ �� 	
�
��

� ���
��� �
��
�� ��� �����
�
 ���	
���
�

3���� ������ �� ������ �����
 ��� ���� �	��
! �� ��
��	
�'�� ����	
�� �����	����>
3� ��

 �������
� ��� ��	���� ���� ��	� ��
���'�� ��� 	�!������� �	��	
�� ���� �� �� ����������� �� 	
� �� ��

 	
�� �������
� ��� ��	���� ������ ��	� ��
���'�� ��� 	�!�������
�	��	
�� �
��� ��� ��
���	�
� ��	� ��� 	�!������� ��	� �	
����� ��	� �� -��� �� "� �� ) +�
A
 ���� �	��� �� �� �����	
 �� 
�� � ) �� ↑ �� ��� ��	����� ���� 	
� ������ ����
� �

��� �
�
��
 �	�	������ � 	
� " ����� �
 ��	����� �	�� �� �� ���
	��� �! ��
�����
�
�����	�����

/�� ?� �� ��� 
�
�	� ��	�� �� 	

 ���
�� =���
 ��	����� �
 ��� �
����	
 �+� �@ ���� ��	�
��+� �@ ) + 	
�

�
�−���−�|�|���� 
 ∞ ��� ���� � � +� 7�� + 
 � 
 � Æ � −��0 	
� " ≤ + 

��(
� ��� ���
�� ��	���� ��Æ�� �
 �+� �@ ������� ��� F�����������
 ��
����
D

��Æ���+� �@ ) �� − ���Æ���−�


−��
�	�

�
Æ����� ��� � ∈ B�
� �
−�� 	
� � ) �� 0� � � �

)

��� �� − ���Æ���−� � − �
Æ���


� − �Æ��
�� Æ * " �) + 

�� − ���Æ���−� �� Æ * " ) +�

��� �������� �	�� �� ��� ��	���� ����Æ �� 	���
���
! ��
��
���� ������ /������� ��	���� 
���
� ��� 
��	���� �	�� ���� ���
� �	���� 	� �	�� �
 ��� � ) +� �� 0� � � �

�



������� �	
 �
� + 
 � 
 �� � ∈ R \ {−��0}� ��� " 
 +� 0
� Æ ) |� * ��0| − ��0�

+
- �	
 �
����
 ���� ) ��Æ�� �
�
�
�
� ���� �� �� ��
� � ∈ ?∩?�� ��� �	
 �
�
��� ����


�

1 ��� �� )

�������������

���� − ������

��� − ����
� ��� � � −��0 ��� � �) +�

�� − ���

��
�� ���
� ��� � ) +�

��� ��� � 
 −��0�

+

- �	
 �
����


������ )
�� − "��

"�
���� − �� − "��� − 0"�

"�
��Æ��

�
�
�
�
� ���� �� �� ��
� � ∈ ? ∩ ?� ���
� �	
 �������
�� -��� �� "� �� ) +� ��� �	

�
�
��� ����
 
� 1 ��� �� "� ) �� − ��"��1 ��� ���

7�� 	 (��� �	
�� �� � �) −��0 ��� ��
����
 1 ��� �� �� �����	��
� �
 � 	
� ��� ��
��	

	�!������� �	��	
�� ��

1 ��� ) 1 ��� �� ) 
��
�↑�

1 ��� �� )

�
�� * ���� ��� � ≥ −��0 

��� ��� � 
 −��0�
�9���

2���
	�
! 
���↑� 1 ��� �� "� ) ��−��"��1 ��� �� �� ��� �����	
 	�!������� �	��	
�� ��� 	�!��4
�����	

! �
��	��� �����	���
� ��� �	�� � ) −��0 �� 	
 ��������
 ���	��� ����	

! �	��
�
��� 
���� 	� � → −��0 ����
�� �
 	 ��	���� ���−��� ��� �����

�
�−���|���−���|���� ) ∞ ��

��	� ,���−��0� ���−���� �� 
�� ��(
���
��� ����
�� ��	� ��� �����	
 ���� 	
� ������ ����
� �
 ��� �
�
��
 � 	
� " �� ��
���

�! ����������
� ���� ���� ��	�
! ��
�����
� �����	����� 2�
�� ������� ��� ����
�4�����
�	�	����� " �� ��Æ��
� �� �����	�� �� �������� ��� ���	�
��� �� ���� 2�����
 �� ��� �
4
��
���	�
�� 	�	����� �����	��� �������� ����� ����� � �� ���� �
���	
 �����	�� ��� �� ���
����
	���
 ����! �� 2�����
 � ��

 �

����	�� ��� (
���4�	��
� ���������� �� ��� ��
���	�
��
	�	����� �����	��� �������� ������� ����� " 
 + �� (��� 	
� �	! �� �	! 
�� �� �,�	
 �� ���
���� "�

������� �	� (����
 ����
�
��� "�� ��� "�) �
�	 � �) −��0 ��� % ) +� �
� + 
 � 

|� * ��0| ∧ ��0� + 
 * 
 ���0 * 9��� ��� + 
 �� ≤ �� 
 � ���	 �	�� ����� − ��� → ∞ ��

� → ∞� *� �	
 ������
�
�� ����
 �� �	
��
� "�1� 
� ��

→ �� �	
�

����� {���������� ������� − �} − ,����� �� ������



 
→ +�

��� ,����� �� ������ ∼ 0�+� 1 ���� ����

������
�� �	� 2��
� �	
 �������
��� �� �	
��
�  �� ��� �
�	 �� → � ∈ �+� �@ �
 	��

��� 
��	 �
���� ����
��
�� 
��
����� �� ) ��



���−
�����
	�

�
�� �

����� {���������� ������� − �} ⇒ 0�+� 1 ��� ����

6



��� ��	
�����
 ���� ��� �����	
 ������
 ������ �������� 9�0� �� ��� �����	��� ������ �� 	�4
����
����� �! C����D� 	�������	���
 �<�6��

7�� � 
 −��0 �� �	�� 1 ��� �� ) 1 ��� ) �� ��	� �� ��� ������ �� � �� 	�!�������	

!
����
��	
�� 7�� � � −��0 �� 
��� �� 
�� �� ↑ � �� ���	�
 ��� ��
��	
 �	��	
�� 1 ��� )
�� * ���� "������ ��� � ��
	����
! �	� 	�	! ���� � ��� 	�!������� �	��	
�� 1 ��� �� �� ���
��	����	
 �������� �
�����
�����	�
� ���� ��� �����	
 �
�% ��� �
��	
�� ��� � ≤ 0 �� �	��
1 �+���� �� ≤ ��+91 ����

���
�� �	� .���� ����6� ����
���� 	 ��
��	
 �����! ��� �����	���� �� � ��	� 	�� 
��	4
���
 	
� ��	
� �
�	��	
� 	
� ��	� �	
 �� ������
 	� "	�	�	�� ��E���
��	�
� ��
��
����
��
����
	
� �� ��� �������	
 �	�
 ,�	
��
� ��
����
� #
������ ��� ��
����
	
 ��������
��
�
�� ��� ���4��	�� ��
��	
�'�� ����	
�� �����	���� �� G���

	�! 9�< �� 
�� "	�	�	�� ��E��4
�
��	�
� ��� ����
	���! ���� ������� 9�� 	
� 1�	��
� 9�0 �� .���� ����6� �� ������
�% ���
	�!������� �	��	
��� 1 ��� 	
� ��−��"��1 ��� 	�� ��� ��
��	
 �
�� ���
� �! .���� ����6� 
�� ��	� �� �� ��	��
	�
� �� ��
$������ ��	� ��� ����
�� 	�� �	
�� ��� �
 �	�� 	 
	���� �
	�� ��
�����	���� L ��� �! ��� �	! ��� C��	�� 	���� ��� ������� <�0�

���
�� �	� "�� ���� ��� 	�!������� �	��	
�� �� ��� �����	��� ��������� ����� ����	��
���� ��� �
�� �� ����� �����	����> ��� �	����� 
���
����� �����	��� ��� � �
 ��� -�.4
����
 �2���� ��6�� �	� 	�!������� �	��	
�� 1 ��� ) �� * ��� �� � � −��0� .����D� ������
	�	����� ��������� �	��� �
 �������� �� ����
	�! ����	
�� �����	���� �	� 	�!�������
�	��	
�� 0−��
�� 0�−�1 ���0� ��

�
) ��+91 ���0� ��� 7�
	

! ��� ����
� �����	��� �� .������ 

1�
�	�
 	
� �� "		
 ���6�� �� 
�� �
�	��	
� ������ ��	
��� �
 
��	���
 �� ��� �	�	� 7��
� ≥ + ��� 	�!������� �	��	
�� �� � * �� ����� �� ��	

�� ��	
 1 ���& ��� � 
 + �� �� 	
����
��	��� ���������
 ����� �� 	������	�
! 
	���� ��	
 1 ����

���
�� �	� #
 	
���
	���� �� ��
���'�
� ��� 	�!������� �	��	
�� ���� �� ������� ���
��
���	�
� �� '��� 	�!������� ��	� ���
� �� ��
���'�
� ��� 	�!������� ��	
 �,�	�� ������
2��� 	
 	����	�� �� ��Æ��
� �� ���
���
� �
 ��	����� ������� ��
�� ��� ��������
��
�
��
�
� �	�	������ ��

 
�� �

! ����
� �
 " ��� 	
�� �
 ��� ����
�4����� �	�� ��
����
 # 
����� �� ��Æ��
� �� �����	���

� �
�����
���

# ����
	���
 ����! ������ �� ����	�� ��� ��

���
� ����� �����	����% �	� ��� �
��
���	�
��
	�	����� ��
��	
�'�� ����	
�� �����	��� �������� ����� 	� � ) +��� 	
� ���� �
���	
 �����	��
� ) �������� �����& ��� ��� ��
���	�
�� 	�	����� ��
��	
�'�� ����	
�� �����	��� �������� �������
	� � ) +��� 	
� " ) −� 	
� ���� �
���	
 �����	�� � ) �������� �������& ��� ��� �	�����

���
����� �����	��� �
 ��� -�. ����
 (���� �� ��� �������� ���� ��� � * � 
	����� �����
��	�������

��� �����������
� �
��
��� �
 ��� ��������
�� ��	�
� �� ���� �����
 �� ����� 	 ����
�	
�� �� �������
����� ��� ��� "�� K������ ��	� ��� ��� -�. �� �	�� " ) −∞ ��	� ��
G�
�����
 <�0 ��
�� ��� ����! " ≤ +� 7��� �	�� �� ��� �����������
� �++ �	��
�� �� ��'�

�



����� �� �	
��	�
�	��
 

�� 	� 
	�
���	�� 
�
���
�����������	 � �

� � � • ��� ���� � � ��� �	
 � � � � −∞
• ��
����� � ��� � ��	�−�−��� � � �� ���� � � 
 �	� −�

• ���� � ��� � � − ��−��� � ������ � ≥ �� ���� ��
 �� ∈
{����
−��
 �����
−����}

� �

• ���
�	��� ���� � ∈ {��
 ��} 
������ �� ����
�� �	� −�	�

� � � • ����	�	���� � ��� � � − �−�� � ≥ � � −∞
• ������ � ��� � ��	�−�−��� � ∈ R � −�

• �������� � ��� � � − �	�� � ���� � ≥ � � −�

•  ������ � ��� � � − ��	�−�� �� � ≥ �� ���� 
 � ��� � �

• !����� � �

• ���	����� � �

� � � • ��� ���� � � −��� �	
 � � � � −∞
• ������� "����  ������ � ��� � ��	�−|�|��� � ≤ �� ����

� � 


−�	� −�

• ����� 
�	���# ����
 ���−���−��� − ���−�� � � � � �� ����

��
 �� ∈ {��
 ��
 ��
 ��}
−�	� −�	�

• $�%����
 ���� � ��� � � − �|�|−��� � ������ � � �� ����

� ∈ {−���
−����} �	
 � � −���
� �

� ) �++ ���� ��
��	��� 	
� ��� �����	��� ���� �������� 	� � ) 0+� <+� � � � � 0�+� ���
����	
 	���
��� ������ �� ��� �����	��� �
 �	�� �� �����������
� ���� � � + � ) + 	
�
� 
 + 	�� ����
 �
 7������ � 0 	
� < ����������
! �	� ��� �	�� �� ��� �	�����

7�� " �	� 	�	! ���� '��� ��	�� ��
�����
�� �� ��� ������ �����������
 �� ��� -�.� ���
�
��
���	�
�� ����	
�� �����	��� ��������� ������ ��	
 ��� ��
���	�
�� �
� ���
� ��� "
�
��� �� '��� ��
�� ��
�����
��� ��� �������� �	� ����� ��� �
��
���	�
�� ����	
�� ����4
�	��� ��������� �
 	
���� 	

 �	��� 	� 
�	�� 	� ��

 	� ��� �	����� 
���
����� �����	����

8�	�
! 	
�	!� ��� ��� ��
���	�
�� ����	
�� �����	��� 	��	�
 ��� ���� �������	
�� 	� ���

	����� � ��
������� ��������
��
� ���� �� 	� ���� 	� �+M �� ��� �	��
� ��'�� 5������� 
��� ���	���� 	� 	 ��
����
 �� � �	� ���	��	�
! ��	�
� �	�����
	�
! ��� 
	��� � ����� �� ����

��� ��� ��� ��	������
�� ����� ��
���
� ����� �������
� �� ������ ����� ���� ������

��� ����
��

 ������

3� ������� ��� ����
��	
 	�����
�� �� ��� ����
�� �� ��� �	���� 7�� ��� ����� �� ����4
��� <�H ��
��
� #���
��� =�

������� <�� �� 	
 ������	�� ��
��,��
�� �� C����D� 	�������	���
 �<�6� 	
� ��� ��
4

���
� �������!�

�+



�����������  	
 �
� � ∈ 	���� ��� �
� � �
 �� 
� ����
�
�� �� � ��� 
�
�� 
��
��
�
��

�
!�
��
 �� ��� 
�
�� �
!�
��
 {.
}
≥� �� ���
�
�
 ����
�� ���	 �	�� 
��
→∞ .
�� ) �� �

	��



��
�→∞

�
������


�

���



��{����.���	������� − ����.�	������}����������� ) �� �����

������ =! 	��������
 ���+� �@ ) + 	
�
�


������������� ) � ��� ����! � ∈ B��� ��@� #����4
��	�� � ) ����	 	
� 
�� �� �� ��� ����
� �
����	
 �
 ��� 
���4�	
� ���� �� ������ 7�� 
 	� �

�<��� �� �	��

�� − � )

�
������


�

���



��

�
��
���.
���


������

�
�����������

*

�
������


�

���



��

�
����.��
���� − ����.
���

!������
���.
���

�
������������ ���0�

2�
�� 
���→∞ .�	�������� ) � ��� + 
 � ≤ � 	
� 
��
→∞ .��
����.
�� ) � ��� � ∈ B��� ��@ ���
�
����	
�� �� ���� �
����	
� ��
����� �� '��� ��� �� ��� 
��	
 �
�������! �
 �<��� 	
� �<�0��
A� ���	�
� �� ���
� ���� �! �
����	�
� ��
����
� �
�����
! ���� �� /��

+ 
 �� ) �
�

≥�

.
�� ≤ ���

≥�

.
�� ) �� 
 ∞�

7�� ����! � ∈ �+� �@ 	
� ����! � �� �	��

�

0��
≤ ��

.�	�����

)
��

����	 * �

����	 * �

.�	�����

≤ �

���
�

5������� ��� � � + �� �	
 (
� ���� ���� ��	� ��� 	

 � ≥ ���� 	
� 	

 � ) �� � � � � �� ���
������ ���
��

�−� ��


��
��
.
��

����

�

�
��
.
��

��−�
�

≤ 
���.
���


������
≤ �� �	�

��
��
.
��

����

�

�
��
.
��

��−�
�

��
� ��� =�
��	� �� 	
� ���6�� ������� ����H� �������� �� ��� ��	� ����� 	�� ��������
��
��	
�� #� 	
� #� ���� ��	� ��� 	

 � ≥ ���� 	
� 	

 � ∈ �+� �@ 




��

�
��
���.
���


������

�



 ≤ #� * #� 
��������

���� �� ��Æ���
� ��� ��� (��� ���� �
 ���0�� 7�� ��� ����
� ���� ��� ��
�����
� �
 {.
}
≥�

	
� ��� ��
���
����! �� � ���
! �! ������ �� ��� ������� �	
�� ��
�����
 �<��� ��	�


�� ���
�→∞

���
��	≤�� ��≤�≤��






��

�
����.��
���� − ����.
���

!������
���.
���

�



 
 ∞�

�

��



8��� 
�� �� ���
 	���
���
 �� ��� ����� �� ������� 9��� ��� �����	
 ��	����� ����
	
� ������ 	�� �
��	
�
! ��	�	�����'�� �! 	 ��
����
	
 �,�	���
 ��
��
� ����� 	

��� 	���	

������	���
 �� ��� ��	������ ��� ��
����
	
 �,�	���
 �� ������� �
 ��� G�	�	�����'	���

/���	 #�0�

7���� ���� 
��	���
 
���� �� �� �
�������� �� ���	

��� 7�� + 
 � 
 � � ∈ R 
�� �′ ∈ ?� .� � ∈ �+� �@ 	
� 	 ��	
�	�� 3��
�� ������� +  ��(
�

2������ )
��J�{�−�−�+ ���}

!������
�

�����.� �� ) / B2����.�2������@ �

,��� �� �� )

�
2������������

〈�� �′〉 ) 〈�� �′〉��� ) / B,��� �� ��,��� �� �′�@ )

� �
�����.� �����.��′�����

‖�‖ ) ‖�‖��� ) �〈�� �〉���� ) BN	�,��� �� ��@���

K������ ��	� �� � ∈ ? ∩ ?� ���
 �! G���

	�! <�� 

����� {��������� �� − �} ⇒ 0


%-��� �� "� ��� ‖�‖�� �

2� ��� �	�� �������% (
� � ∈ ?∩?� ��	� ��
���'�� ‖�‖ 	
� �
 �	�� �
��	��� �����	���

�� ������� �
��� ��� ��
���	�
� -��� �� "� �� ) +� 7�� � ∈ ?� 	������	�� ���� ) ��+� �@ ����
� � + ����� � �� �����	

! ����
��� ���� ���∞��

!���
  	� "��
�
#����$
����% �
� + 
 � 
 �� � ∈ R� ��� " 
 +�

+
- '� � ∈ ?� 
� ���	 �	��
� �

�
�����−��� ) � ��� 
� ��� ���
 3 � + �
 	��


��−� * ��������� − ����� − ������� ) 3�� ��� + 
 � 
 �� ���<�

�	
� � ∈ ? ��� ‖�‖� ) �−�−�!−�
� �����3 
� �
�
��� ��
� ? ∩ ?��

+

- '� � ∈ ?� 
� ���	 �	��
� �

�
�����−��� ) � ���

� �

�
�����−�−��� ) +� ��� 
� ��� ���


3� � + ��� 3� ∈ R �
 	��


��−� * ��������� − ����� − ������� ) 3�� * 3��
�−�� ��� + 
 � 
 �� ���9�

�	
� � ∈ ?� -��� �� "� �� ) +� ��� ‖�‖� ) �−�−�!−�
� �����3� 
� �
�
��� ��
� ? ∩ ?�

���
� �	
 �������
�� -��� �� "� ·� ) +�

������ /�� � ∈ ?�� =! 7���
�D� ������� �� (
�
�


������������ )
� �

�
�����−��� �� ��	�

� ∈ ? �� 	
� �

! �� ��� 
	���� �
����	
 �,�	
� �� #
� ��
��

�

��
B��J����������@ ) −�−�−�!��������� �����

�0



B��� ��� ��
����
	
 �,�	���
 "���� * !� ) !���@ �� �	��

-��� �� "� �� )

�
��J����������

!����
����� )

!��������

!������

� �

�

����
��

����
�

��������� -��� �� "� �� ) + �� 	
� �

! �� ��� �����4�	
� �
����	
 �	
������
+
- 2������ ��	� � ∈ ? �� ���� ��	� ��� ���� 4� ∈ R 	
� 4� � + �

�����.� �����.� ) 4� * 4� 
�������� ��� + 
 � ≤ �� ���H�

���
 ��� 	

 �′ ∈ ? ∩ ?� �� �	�� 〈�� �′〉 )
� 
�

�����.� �����.�
�
�′���� ) 4�� A
 �	�����
	� 

〈�� �′ − �〉 ) + �� ��	� ‖�′‖� ) ‖�‖� * ‖�′ − �‖� ≥ ‖�‖� ) 4� ��	� �� � ��
���'�� ‖·‖�
���� ? ∩ ?�� "�
�� �� �� �
���� �� ���� ��	� ���<� ���
��� ���H�� ���

$��� )

�
�

. ∨ �
���.� )

� �

	∧�
��.�

�.

.�
� ��� � � +�

=! �����
	 �<��+� ��� �����.� �� �� ��� ��	��
�����.� �����.� )

�

!�������

�
��−��−� * ��$��� − �−�$���� − �−�−�$�����

�
�

:�� −��������$��� ) ���� �� ��� ��	� �
��� ���<� ��� �����	���� ��
�
�����.� �����.� �,�	
�

−4��� ���� 3 ) ����!�������4��
+

- 2������ 
��� ��	� � ∈ ? �	���(�� -��� �� "� �� ) + 	
� �� ���� ��	� ��� ����

4�� 4� ∈ R 	
� 4� � + �
�����.� �����.� ) 4� * 4��

�J�{���������} * 4� 
�������� ��� + 
 � ≤ �� �����

���
 ��� 	

 �′ ∈ ? ∩ ?� ��� ����� -��� �� "� �′� ) + �� �	�� 〈�� �′〉 ) 4�� ��������� 
‖�‖� ) 4� �� ��
��	
 ���� ? ∩ ?� �
��� ��� ��
���	�
� -��� �� "� ·� ) +� �� ���	�
 �����
���� ���9� ������� �
 ��� �	�� �	! 	� �
 ���� ���� ���� ���� 3� ) ����!�������4�� �

����� �� ������	 
��� :�� ��� ��

���
� �����
	� �� ����� ��	� ��� �������� ��	�����
���� 	
� ������ �	����! ��� ��,������
�� �� ��� ��	�	�����'	���
 
���	 #�0� 7�� + 
 � 
 � 
Æ � −��0 " ≤ + 	
� � 
 ���0 * Æ� ∧ ���0 − "� �� �	��� �

�

��Æ�����
��

�
)

�

� − "
�� �

�

��Æ�����
��

����
)

� − ���Æ

�� − 0"��� − ���Æ−��
�� �

�

��Æ�����
��

����
)

�

�� − "��� − ���Æ−��
��


���


�−���−�|��Æ��|���� )
� − ���Æ

� − �����Æ−�

�
� − "

��0 − �− "
* �

�
& ���6�

�<



�� 	������
	

! Æ ) |� * ��0| − ��0 ���
 ��� + 
 � 
 � 

��� * �������Æ����� − ��Æ������ − ���Æ������� ) �� − ���Æ���−Æ − ��−����−��

�

����� �� ������	 
��� /�� �� � + �� ��	

 �
���� �� �� �������
�� 
	��� 	
� 
��
�� � �� 	�����	�!� 3� �	��

�



����� {���������� ������� − �} − ,����� �� ������



 � ��
� ≤ ���� * ���� * �����

����� ���� ) � �|�� − �| � ��� 	
� ���� 	
� ���� 	�� ����������
! �,�	
 ��

�

�
���

|�′−�|≤��



����� {���������� �����′� − �} − ,����� �� �����′�


 � ���0

�
�

�

�
���

|�′−�|≤��

|,����� �� �����′� − ,����� �� ������| � ���0

�
�

��� ���� ���� ��
������ �� '��� �! ��	� ��
�����
�! �� ���
C��	���
� ��� ���� ���� �� �	
� �� 	��
! ������� <�H �� ��� �	��
!

?′ ) {����′ % � ∈ B��� ��� |�′ − �| ≤ ��}�
���� �� 	

���� �� �� � + �� ��	

 �
���� �� ��	� ��
|�′−�|≤�� |�′ * ��0| � � ��� ���
 ���6�
���
���

���
��≤����|�′−�|≤��

�
�−���−�|����′|���� 
 ∞�

��� ���� ���� ���	�
�� .�(
� ��� ���
�� =���
 ��	���� ������′ �
 �+� �@ �!�
����������′���� )

�
��J�{�−�����}

!������
����′�����

��� ���
��� ��	���	�
� ��
����
� � % �+� �@ → R� K������ ��	�

,���� �� ����′� )

�
��J�{�−�−�+����}

!������
����′���� )

�
+����

�
������′�����

"�
�� �� �	��

|,����� �� �����′� − ,����� �� ������| ≤ ���
��	≤�

�−�����|+����| ·
�

�−���−�|������′ − ������|�����

=! ��� �,����
��
���! �������! �� /���	 #�< ��
�� �� �	�� ���� → + �� �� ↓ +� �

!���
  	� ��� + 
 � 
 �� � ∈ R� �′ ∈ R \ {−��0}� ��� � 
 |�′ * ��0| ∧ ��0� �
 	��



��
�′′→�′

���
��≤���

�
�−���−�|������′′ − ������′|���� ) +�

��� ����� �� /���	 #�< 	
������ �
���
�	�! �� 
�
� �
��
��� 	
� 
�� ���! �
����	4
���� �� �� ���� ���

�9



! ����� �� "�
��
� �#$

/�� + 
 � 
 � 	
� � ∈ ? 	
� 	������	�� � ) ����	� 3� �	��

����� {��������� �� − �} )

�
����� 
��

�
�����−��
��� −��−
���


������!������

�
������

������� =�� ��
�� �����
�� 	 ����
� 	�������	���
 �� ��� �
����	
� �
 ��� �������� �,�	4
���
 �! 	 -	����	
 ������� ��� ���� ��� ����� ��	������� ��−
�� ���
	��� �! ��� ����(
���
�� C����D� 	�������	���
 �<�6�� ������� <�H ���
 ��

��� 	� 	
 ������	�� ����

	�! ��
������� =���

������� &	
 (����
 ����
�
��� "�� ��� "�)� �
� + 
 � 
 ��0 ��� �
� + 
 �� ≤ �� 
 �
�
 ���	 �	�� ����� − ��� → ∞ �� � → ∞ ��� ���
 + 
 * 
 ���0 * 9��� *� � ��
����

������
�
�� ����
� �	
�
 
%
�� ���� (
 +� ≥ �- �� 
� +"�,- ��� � �������� .

�
� ����
�� +
���	 �	�� ��/

���
��	≤�� ��≤�≤��

|����& �� �� − 5���& �� �� "� %�| → +� �� � → ∞�

�	
�
� ����
�
��
�� � ) ����	�

����& �� �� ) ����� 
��

�
��{����(��
���� − ����(
���}


������!������

�
�

5���& �� �� "� %� )
��J�{�−�−�+���� * %���������}

!������
�

��� +���� ) −�
−���
� + ����� 
� ���� � �������� .

�
� ����
���

��� ��4�	

�� F"�
�	��	
 ��
��������
D �� O��
P�� �� 	
� ����� ���H� ���� ��� ��	��
��� ��� ����� �� ������� =��� K
 	 ����	�
� ����	��
��! ��	�� ����� ����� �
����
��
�
��	
�	�� ����
�
��	
 ����D� &�� &�� � � � 	
� 	 ��	
�	�� 3��
�� ������� + ���� ��	� ��� �	���	

���� (
 )

�

�	� &� �	����! ���

�	�
�≤
≤�

|(
 − � −+ ���| ) )�
�� ��� � → ∞� �0���

��� �
�����
�� �� + 	�� ��
���

�� �!

���
��	∈���� 
�|�−	|≤�

|+ �.� −+ ���| ) )


�
��6 ����

�
���� 6 → ∞� �0�0�

�G�I���Q� 	
� "���P	�� ���< ������� #����� 	
� �! ��� ��R�����
 ���
���
� ��� �	�
�����
�� + ��

���
	∈����


|+ ���| ) )


�� 
�� �����

�
���� � → ∞� �0�<�

��



��	
�� �� ��� ����
� 
	� �� 
	��� 
������ �2//8� �� �	�� ���

+ 
 �� ) �
�

≥�

(
�� ≤ ���

≥�

(
�� ≤ �� 
 ∞�

�� ����! ��� ��
����
 �� �� �
������ ��������� �� 	�

����& �� �� ) ����� �A� * AA� * AAA� * AN���

����� ���� ��� ��
��
��
� 	������	���
 � ) ����	 

��� A� )

���(
���


������

�
(
��

��

��

�

��� AA� )
!�(
���(��
���&��(
���

!��(
���(��
����
�

��� AAA� )

�
���
(
��

��

�

��� AN� )
!��(
���(��
����

!������
&

��
��
� �<�9� ��� ��� ��(
����
 �� !� & ��� ��� ����� A� 	
� AA� ��

 
�	� �� 	 �������
�����
��	� ���� ���
� ��� ����� AAA� 	
� AN� ��

 
�	� �� 	 ��	
4'��� -	����	
 ����� #
�� A�
	
� AAA� ����
� �
 � ���
� AA� 	
� AN� ����
� �
 � 	
� �� 3� ��

 ������ 	 ����������

�� �	�� �� ��� ����� ���	�	��
!�

����������� &	� ��� 
�
�� � � +� �
 	��
 ��/�

���
��	≤�

��|����� A���� − %!������| → +�

������ /�� 7 %) ����≥� �
���
� #������ 
 ∞� 3� �	��

��|����� A���� − %!������| ≤ ����� * 8���� * 9�����

�����

����� ) 7

�
���
(
��

���
(
��

��

�� 



 A����

#������
− �!�����(
���





 �
8���� ) 7|�|�� |!�����(
��� − !������| �
9���� )



������ #������ − %


 ��!�������

=! ��� 2//8 �� �	�� ����(
�� ≤ �� * ���(
�� ≤ ���� ��� 	

 + 
 � ≤ �& ��������
���(
�� ≥ ��(
�� ≥ ���0��� )%  �� "�
�� ��� 	

 + 
 � ≤ � 

����� ≤ 7�−�
� ���

�≥��

 −�





 �

#������

��

�

� �����

 �
������

�
− �!�� �






→ +� � → ∞�

�H



�! /���	 =�< ��
���
8��� 
�� ���� 
 �� ≤ � �� ���� ��	� �� ↓ + 	
� ���� → ∞ 	� � → ∞ 	
� ������� ��	�

!�����(
��� − !������ ) �−�!������(
���� =! ��� 2���
� /	� �� /	��� 8������ �� �	��
�
�����
! �
 �� ≤ � ≤ � 

��−�|!������(
���| → +�

7�� ���� ≤ � ≤ �� ��� �	��� ����(
�� �� ���
��� 	�	! ���� + 	
� ∞ ���
� ��−� ≤ ��−�
� → +�

7�� + 
 � ≤ ���� �� �	�� � ) ����	 ) � 	
�

��−�|!������(��| )
������

��−�
�

|!����(�� − !��������| → +

�
�����
!� ���� ��	
� ���� ��� ���� 8�����
7�
	

! ��
�� �����	≤� �

�!������ 
 ∞ 	
�� 9���� → + �
�����
! �
 �� �

!���
 &	� ��� 
 ��� # �� 
� +"�"-� �
 	��
 ��� ��� � � + ��� ���  � � +�


��
�→∞

���
�≥��

 −�





 �

#���

��

�

�� �

 �
���

�
− �!�� �





 ) +�

������ 7�� ����!  � �  � �� �	�� 	� � → ∞ 


�� 
�� � − 
�� 
��� − � 
��  

#���
→ �!�� �� �
�����
! �
  ∈ B ��  �@�

=! ������� <���< �� =�
��	� �� 	
� ���6�� ����� ����� �������� ��
��	
�� : 	
� �� 
	���
�
���� ���� ��	� ���� ;��� ) �−�
��� 



 
�� ;�� � − 
�� ;���

#���





 ≤ : ���� ��� � ≥ ���  ≥ ��

"�
�� ���  ≥  � ≥ � 	
� � ≥ �� �� �	��

 −�





 �

#���

��

�

�� �

 �
���

�
− �!�� �





 ≤ : −��� * � −�!�� ��

2�
�� !�� � ≤ !�� � ) 
��   ��� ����
� �� ���	�
�� �! 
����
�  � → ∞� �

����������� &	� ��� 
�
�� � � + ��� + 
 �� 
 �� �
 	��
 ��/�

���
��	≤�� ��≤���

��




����� AA���� − %�−����������

!������





→ +�

������ 2������ ��	� � �) +& ��� ����� ��� � ) + �� ����
��� 3� �	�� 	������	��
�
� ) ����	 	
� (��� �� ) (
���(��
��� 

����� AA���� �� ) ������ #������ · #���(
���

#������
· �

�#���(
���

��

�
!��(��� ��&��(
���

!��(��� ���

�
) �� ·8���� · 9���� ��

��



�	!� =! 	��������
 
���→∞ �� ) %� 8��� �� �
	�� ��	�

8���� ) �−� * �−���Æ�����

9���� �� )
�����(��� ���

!��(��� ���
* ����� ���

�����(��� ���

!��(��� ���
)

���������

!������
* �−���*���� ���

����� Æ���� ����� �� 	
� *���� �� ��
����� �� + 	� � → ∞ �
�����
! �
 + 
 � ≤ � 	
�
�� ≤ � 
 �� 2�
�� " ≤ + 	
� � 
  �→ ����� ��!�� � �� �
���	��
� 	
� ��
������ �� + 	�
 ↓ � ���� �
	�� �� ��Æ���
� �� ����� ��� ����������
�

7���� 
�� + 
 �� ≤ �� 2�
�� �! ��� 2���
� /	� �� /	��� 8������ ���(
�� → ���
�
�����
! �
 �� ≤ � ≤ � ��� :
����� G�
�����
�� ������� 	��
��� �� # ∈ R� �����

#���(
����#������ → �−� 	� � → ∞ �
�����
! �
 �� ≤ � ≤ ��

#
�� ���(
�� � ������� ��� 	

 � 	
� 	

 + 
 � ≤ � 	
� ��
�� �! ������D� ������� �����
����� 	 ��
��	
� < � + 	
� 	
 �
����� �� ���� ��	�

#���(
����#������ ≤ <�−�−���� ��� 	

 � ≥ �� 	
� + 
 � ≤ ��

"�
�� �� �	��


�� ���
�→∞

���
��	≤�

����|#���(
����#������ − �−�| ≤ ���
��	≤	�

�����<��−��� * �−���

=�� " ≤ + �� 
����
� �� ↓ � ����� ��� �
	�� ��� Æ�����
��� �
	�� ��� ����� �� ��

��� ������
! ���� /���	 =�� ��
�� 	
� ��� �	�� ��	�

� ≤ �
�

≥�� ��≤�≤�

(��� �� ≤ ���

≥�� ��≤�≤�

(��� �� 
 ∞

�! ��� 2���
� /	� �� /	��� 8������� #
� ��
�� (��� �� → ��� 	� � → ∞ �
�����
! �

�� ≤ � ≤ � ��� �
	�� ��� *���� �� ��

��� �	��
!� �

!���
 &	� 2��
� ����
�
�� "�� ��� �
�	 !� & �� �� 
� +"� -� �
 	��
 ��� 
�
��  � � ��

�

#���

��

�
!� & ��

!�� �

�
→ �

����� �

!�� �
�� � → ∞� ��
������ 
� � 
  ≤  ��

������ 7��� �<�9� �� �	��

!� & �� )

� �

�


��$�


���

�$

$
)

� �

�

$�−�{� * #���B�!��$� * %��� $�@}�$�

����� %��� $� → + 	� � → ∞ �
�����
! �
 � ≤ $ ≤  �� =�� ���


!� & ��

!�� �
) � * #���

�
�
����� �

!�� �
* 9���  �

�
����� 9���  � → + 	� � → ∞ �
�����
! �
 � 
  ≤  �� 2�
�� ��� ��
����
 � 
  �→
����� ��!�� � �� �
���	��
� 	
� ��
������ �� + 	�  ↓ � �� �	
 �	�� 	 �	!
�� ���	
���
 ��
��� 
��	����� 	���
� � �����
� ��� 
���	� �

�6



����������� &	� ��� 
�
�� � � +� �
 	��
 ��/�

���
��	≤�

������





����� AAA���� − �
+����

�





→ +�

������ 3������ 
��� �� ��
��	
��! �� ������� ��	� � 
 ��0� C������ ��� 	�����
� �� ���
�������� 	�

�−�
� ����������|�|






��

�
(
��

���

�
− + �����

���





 �
����� � ) ����	� 2�
�� �−�

� → + �� �� 
�� �
�	�
! ��Æ���
� �� ����� ��	� ��� 

���
���

������






��

�
(�����

�

�
− + ���

�





 
 ∞& �0�9�


�� �� �� ��� 2�
�� ������≤� �
−�����|+ ���| 
 ∞ ��� �������� ���� + 
 � ≤ � �
 �0�9� ��

(
���� 7������ ��
���
� ,
 ) (
 − � −+ ��� �� �	��

(�����

�
) � *

��	 * � − �

�
*

+ ���

�
*

+ ���	 * �� −+ ���

�
*

,�����

�

) � *
+ ���

�
* )



�−��
�������

�
� � → ∞

�! �0��� 	
� �0�0�� 7������ + ����� ) )


��−� 
�� �����

�
	� � → ∞ �! �0�<� 	
� �� 	

�	!
�� ���	
���
 �� ��� 
��	����� 	���
� � �����


��

�
(�����

�

�
)

+ ���

�
* )



�−� 
�� �

�
� � → ∞�

���� ����
���� ��� ����� �� �0�9� 	
� ���� �� ��� ����������
� �

����������� &	� �
� + 
 � 
 ��0 ��� + 
 �� ≤ �� 
 � �
 ���	 �	�� ����� − ��� → ∞ ��
� → ∞ ��� ���
 + 
 * 
 ���0 * 9��� �	
� ��/�

���
��	≤�� ��≤�≤��

������





����� AN���� �� − �

|!����|
�
+�����

��
− +����

�

�



→ +�

������ /�� 9* 
 � 
 0���� * 0�� 	
� �� ) ����	� 2�
��

+�����

��
− +����

�
) �����

�
+ �����

���
− + ������

����

�
�

��� ,�	
���! �� �
������ �� ���
��� �! ��� �	����� ��

���
��	≤
����� ��≤�≤��

����������� |AN���� ��| �

��



���
��	≤
����� ��≤�≤��

����������

���|!����|




+ �� * ��

� * �
− + ����� * ��

���� * �





 �
���


����≤	≤�� ��≤�≤��

�−�
� ����������





AN���� �� − �

|!����|
�
+ �� * ��

� * �
− + ����� * ��

���� * �

�



 �
���

��	≤�� ��≤�≤��

����������

���|!����|




�+ �� * ��

� * �
− + ����� * ��

���� * �

�
−
�
+ �����

���
− + ������

����

�



 �
����� �� �	

 9��� 9��� 9��� 	
� 9��� ����������
!� 1���! ���� ��,����� 	 ��E���
� 	�4
���	���

/�� (��� �� ) (
���(��
���� 7���� �� 	

 �� �	��

9��� ≤ �
�����
�

���
���

��≤�≤��

�
�	�
�≤
≤
�

| 
��!��(��� ���| * | 
��!������|
�
�

8�� �
 ��� �
� �	
� ���{(��� �� % � ≥ �� �� ≤ � 
 �} 
 ∞ ���
� �
 ��� ����� �	
�
(��� �� ≥ � * &
���(
 ��� 	

 + 
 � 
 �� "�
�� 	� � → ∞ ��� 	�!������� �,���	
�
��
!���� ∼ �− � ��� � → � ���
���

�	�
�≤
≤
�

| 
��!��(��� ���| ) )

�
�	�


	������
�
|
���&
�����|

�
�

"������ �! ��� =���
4G	
��

� 
���	 � �&
 ≤ �−� �� &
 ≥ � �
(
���
! ����
� ) + 	
�
��
�� ��� 

�	�

	������
�

|
���&
�����| ) )�
�� ��� ) )�
������ � → ∞�

��� �	�� ����� �� �	�
����� �� ���
� �


���
��≤�≤��

| 
��!������| ) )�| 
���� − ���|� ) )�
�� ���� � → ∞�

�������� �� �	�� ��� 

9��� ) )

�
�
�����
� 
�� ��

���

�
) )

�

�� ��

�
�−�
������
�

�
→ +� � → ∞�

�! ��� ������ �� ��
2���
�
! ��� ���
� �
 ��� �������� �� + ����
 �! �0�<� ����� ��	� ��� 

9��� ) )

�
����
�� ������

����� − ���

�
� � → ∞�

"������ ��
�� ��� − �� � ���� * 0�� �� �	�� 9��� → + �! ��� ������ �� ���
�����
! ��� ���� 9��� �� ���
��� �!

���

≥
�� ��≤�≤��

����





��

�
!��(��� ���

!������

�
− �

|!����|
�
+ �� * ��

� * �
− + ����� * ��

���� * �

�



 �
0+



2�
��
�� − �����

���
�


�� ��
∼ �� − �����

���
�

� 
�� ��
→ ∞� � → ∞�

��� $�� ��� 9��� ��

 �� 	�����
����� �� �� �	
 ���� ��	� ���
���� + 
 �� ≤ �′
 
 � �� ����

��	� �� − �′
�
������ 
�� � → ∞ 	� � → ∞ ���
 	
�� ��� 

���
��≤�≤�′�

����





��

�
!��(��� ���

!������

�
− �

|!����|
�
+ �� * ��

� * �
− + ����� * ��

���� * �

�



→ +�

8�� ��� ��
����
 !� �	���(�� ��� ��
����
	
 �,�	���
�

!��� � ) ��!�� � * !���� 	
� ��!������ ) −!����� ��� ��  � +�

7��� ����� 	
� ���� ��� �	�� ��	� !���� 
 + ��� + 
 � 
 � �� ��

��� ��	�

!��(��� ���

!������
) � *

!���(��� ���

|!����| �

.�
��� (
 ) � *+ ��� *,
� ��� ���������� �� ��� "�
�	��	
 ��
��������
 	
� ��� 3��
��
������� + 	� ��������� �! �0��� �0�0� 	
� �0�<� !��
� ��� (���4����� 	�!������� ���	
���


�(��� �� )
��� * ��

���� * �
· � * �� * ��−�+ �� * �� * �� * ��−�,�� * ��

� * ����� * ��−�+ ����� * �� * ����� * ��−�,����� * ��

) � *
+ �� * ��

� * �
− + ����� * ��

���� * �
* )��−� 
�� ��� � → ∞�

�
�����
! �
 �� ≤ � ≤ � 	
� ���� ��� ���
� �0�<� 	
� ��� �	!
�� ���	
���
 !��� * �� )
� * )���� 	� � → + ����

!���(��� ��� )
+ �� * ��

� * �
− + ����� * ��

���� * �
* )��−� 
�� ��� � → ∞�

�
�����
! �
 �� ≤ � ≤ �� C���	� ��� 	�����
� ��� 
���� * �� 	� � → + �� ���


��

�
!��(��� ���

!������

�
)

�

|!����|
�
+ �� * ��

� * �
− + ����� * ��

���� * �

�
* )

�

�� �

��� − �′
��

�
� � → ∞�

�
�����
! �
 �� ≤ � ≤ �′
� ��� ���	�
��� ���� �� =��−���� �! 	��������
�
7�����
! 	
� (
	

! ��� ���� 9��� �� 
�� 
	���� ��	


�

���|!�����| ���
���� �∈�����


������





�+ ���	 * ��

��� * �
− + �����	� * ��

����	� * �

�
−
�
+ ���

�
− + ����

��

�



 �
#�	�
 �! 	��������
 ���|!�����| → ∞ �� �� ���	�
� �� ���� ��	� ��� �������� �� (
���
���� =�� ��� 
	���� �� ��	��
! ������� �� ��� 	�������


���
���� ��≤�≤�

������





+ �����	� * ��

����	� * �
− + ����

��





 
 ∞ ���� �0���

0�



����� �� 
�� ������ ��� �������� ���� + 
 � ≤ � �� (
��� ��
��

���
���≤�

�−�����|+ ���| 
 ∞ ����

7�� � ≥ � ��� ���	
�
� �
�,�	
��! �����



+ �����	� * ��

����	� * �
− + ����

��






≤ |+ �����	� * ��|





 �

����	 * �� − �

��





 *
�

��
|+ �����	 * ��� −+ ����|�

8�� ��� ���������� �0�0� 	
� �0�<� �� ��� �	��
� �	��� �� + �
�	�
 	� � → ∞ 	
� 	�
	
�	!� ���

|+ �����	 * ���| ) )


�� 
�������

�
�



 �

����	� * �
− �

��





 ) )��−���

|+ �����	� * �� −+ ����| ) )


�
�������

�
�

�
�����
! �
 �� ≤ � ≤ �� #�������
 �0��� ��

���� �

����� �� ������	 
��� #���� ��� 
	������� �����	��� �� ��� �������� �	��� ��� ������
�� ��� ��''
� �	

 ��������� G�

��� ��� 	�������	���
� �� ����������
� =�0 =�9 =�H 	
�
=�� �� ���

���
��	≤�� ��≤�≤��

������ |����& �� �� − 5���& �� �� "� %�| → + ����

�����

5���& �� �� "� %� ) %

�
!������ * �−����������

!������

�
* �

+����

�
*

�

|!����|
�
+�����

��
− +����

�

�
�

��� ��
����
	
 ��
	���


������ � ) ��������� � * ������� * ��!�� �!����� ��� ��  � +

��
(��� 5� ) 5�� �

%
�
�
�	
�


����� ������� ����� ���������� �� ��� ���� 	� ����� �� ��� !����� �� ��� �"���� �� �� ��� ����

!��� �#$����� %� &������� '����� ���� ��"� 
�� �
()�*(�

+��,���� -�.�� /��!��� .���� 0�$,���� %�1�� ��2*� 3�,$�� 4� ������� .��# �!,� 5���� ���6
' ���� .��# �!,��

00



.�7� ,8�� ��� 9� �:���� 1�� ���(� ;��,���! �		 ���������� �� 	 �#�#����6 ��! ��������"�� ;���6�

.��"����� �

<�==� �� 
�1���� �������� %�9�%�� !� 9���� 1�� ��2�� 
 ������ �������� �� ��� ��!�� �� ��

��� ���>���$� !��� �#$����� 
��� &������� �*� �2(()�2���

<�==� �� 
�1���� !� 9���� 1�� ��2�� ?� ��� ���������� �� ��� ��� ��� ���$� ��!�� ��! �� ,�

@$������ ����������� 
��� &������� �*� �*��)�2(��

< ���� 9�� ����� 3�A��! '�"=��!� �������� � �� ��� ��� ��� ���$� ��!��� 
��� &������� �(�

����)��2��

< ���� 9�� ���2� ?� &����� &�������"�� 0��� �$�"�������� &"��!� %� &������� ��� �2*)����

���=� ��� ���
� �Æ"���"6 �� "����� "��#�������� �� '�"=��!�B �������� �� ��� ��� ��� ���$�

��!��� %� -��	� ���� �" &������� 
� �(()�
*�

!� 9���� 1�� ��2
� &��C �� ������ ��! "�� �"�� �D����� �� !������ �� ��� �"����� ��E %� 0��,�

!� ?����� � ��!�� &�������"�� ��� ���� ��! 
		��"������� 3��!��� <� ! �"��� (�)(2�

!� 9���� 1�� &��!��7$��� � 5�� ���F� /��� ���D�! 3�,$�� 4� ������ �� &�"��! ? !� � %� 
$�� ���

����� &�"� �&� ��� 
� F�� (2�)(���

G���:��� %�� ��H� � '�� 0$��:�!6� /�� ��*�� 
� �		 ��������� �� 	� ���� �$�� �� ��!�	��!���

 ���B�� ��! ��� ���	�� !��� ���� ' �#�#� 0��� 6 3�����! ����!� (�� ���)�(��

G���:��� %�� ��H� � '�� 0$��:�!6� /�� ��*F� 
� �		 ��������� �� 	� ���� �$�� �� ��!�	��!���

 ���B�� ��! ��� ���	�� !��� ����� ' �#�#� 0��� 6 3�����! ����!� (
� (()�2�

'� �� �� 0�0�� ���
� &�"��! � !� #������$ �� !������ �� ��� �"���� ��! ��� #��� �� ,��� ���D�!

'�"=��!�B �������� � ��E %� /����#��� %� 1�"��� ��! �� &���$ ��!��� ��� ��� 4��$�

0��� 6 ��! 
		��"������ ���� -�&0� �F�)�**�

'�"=��!�� %�� ��*�� &�������"�� ���� ��"� $���, ��� ��� � !� ��������"�� 
��� &������� (� ���)�(��

'�"=��!�� %�� ��2F� 0�� "�����$�$� ��! !�I� �����#�� !������ �� ��� �"���� �� ��� ��� ��� ���$�

!��� �#$������ 
��� ' �#�#� �
� ��F)���
�

3����� 3�><�� ��2�� 
		 ������� !��� �#$����� �� � !� ��������"�� &	 ��,� � -�C J� =�

&����� 3�1�� ��2*� ���������, ����� �� 	 �#�#����6 !��� �#$������ 
��� &������� ��� ��*
)���*�

J$�� &�� ����� 
 "���� �� '�"=��!�>�6	� �������� � �� ��� ��� ��� ���$� ��!��� %� &�������

'����� ���� ��"� 2(� ��()��
�

J$�� &�� ����� ?� � ,��� ���D�! '�"=��!� �������� �� ��� ��� ��� ���$� ��!��� %� &�������

'����� ���� ��"� ���� (2�)
���

0<



25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
GPD : γ = 0.5 and ρ = −Inf

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Frechet : γ = 0.25 and ρ = −1

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Burr : γ = 0.5 and ρ = −1

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Burr : γ = 0.25 and ρ = −0.5

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Student−t : γ = 0.1 and ρ = −0.2

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Student−t : γ = 0.05 and ρ = −0.1

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

7����� �% &�
��	 �������� ������ �� �	��	�����	�
 �
����%� ��	�����'�
 ���(�	
� ��������� )−−*�
��	�����	�
 �
����%� ��	�����'�
 ���(�	
� ��������� )+* �	
 ������� ��(������
 ��������� �	 ���

��
�� )− · −* ��� ������� ���� ���� ��
������ �	
 ���
�	��� 
����������	�,

09



25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Exponential : γ = 0 and ρ = −Inf

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Gumbel : γ = 0 and ρ = −1

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Logistic : γ = 0 and ρ = −1

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Weibull : γ = 0 and ρ = 0

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Normal : γ = 0 and ρ = 0

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Lognormal : γ = 0 and ρ = 0

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

7����� 0% &�
��	 �������� ������ �� �	��	�����	�
 �
����%� ��	�����'�
 ���(�	
� ��������� )−−*�
��	�����	�
 �
����%� ��	�����'�
 ���(�	
� ��������� )+* �	
 ������� ��(������
 ��������� �	 ���
��
�� )− · −* ��� ������� ���� ����	�	����� ������� ���������  ������� !������ �	
 ���	�����

����������	,

0�



25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
GPD : γ = −0.5 and ρ = −Inf

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
EV Weibull : γ = −0.25 and ρ = −1

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Beta : γ = −0.5 and ρ = −0.5

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Beta : γ = −0.2 and ρ = −0.2

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Reversed Burr : γ = −0.5 and ρ = −0.5

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

25 50 75 100 125 150 175 200 225 250
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
Reversed Burr : γ = −0.25 and ρ = −0.5

k

M
ed

ia
n 

A
bs

ol
ut

e 
E

rr
or

PickCon
PickUncon
GPD

7����� <% &�
��	 �������� ������ �� �	��	�����	�
 �
����%� ��	�����'�
 ���(�	
� ��������� )−−*�
��	�����	�
 �
����%� ��	�����'�
 ���(�	
� ��������� )+* �	
 ������� ��(������
 ��������� �	 ���

��
�� )− · −* ��� ������� ���� ���� �"  ������� ����� �	
 $�%����
 ���� 
����������	�,

0H


